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1 EINLEITUNG

8. Klasse

1 Einleitung

wenn an jeder Stelle von Dyilt:

den.

Eine FunktionF'(z) heil3t Stammfunktion einer reellen Funktiorf(x),

Das Aufsuchen einer Stammfunktion vgfi) hei3tunbestimmtes Inte-
grieren und kann als Umkehroperation zum Differenzieren gedeutet

wer-

differenzieren,  f(z) = 2*

() =2z

T integrieren

f(x) ...Stammfunktion (die Stammfunktion wird oft mit einem Grof3buchsta-

ben gekennzeichnef’(z) = f(x).)

Schreibweise:
/2x dx = 22

$2

x2—1
245
224+ C

Problem Differenziere:

=y =2

e

Eine Ableitung kann mehrere (nur von einer Konstantennterschiedliche)

Stammfunktionen haben.

Allgemein:
Integral
~ Integrandntegrationsvariable
~ = ~ =
x dx = F(x
f(z) (z) + Y

A 7

—~ Integrationskonstantg” cR)
unbestimmtes Integral

Integralrechnung
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2 BERECHNUNG EINFACHER STAMMFUNKTIONEN

8. Klasse

2 Berechnung einfacher Stammfunktionen
Beispiel 1. [1dx=2+C

Beispiel 2. [ 2® dx = 2~ + C

Beispiel 3. [k - 2% dx = k- £ 4 C

Beispiel 4. [ cosz dx =sinz 4+ C

2.1 Integrationsregeln

Umkehrung der Potenzregel: (z") = n - 2" 11

. anrl
/x dX:n+1+C (neQ,n#—-1)

Konstanter Faktor: (k-x) =k

/kdX:k-erC

allgemein:(a - f(z)) = a- f'(x)
/ - f(z)dx=a- /f
Summenregel: (f(z) £ g(z)) = f'(z) £ ¢ (z)

/f )+ g(x dx_/f dxi/ x) dx

Trigonometrische Funktionen: Sinus und Kosinus
(sin(x)) = cosx

/cosa: dX=sinz +C

(cos(x)) = —sinx

/sinm dX= —cosxz +C

1Siehe Formelheft S24 + 25111
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2 BERECHNUNG EINFACHER STAMMFUNKTIONEN 8. Klasse

Spezialfall:

/x dx furn = —
/ldx_/ dx

Welche Funktion ergibt abgeleite?

/édx:ln|x|+0 (z 4 0)

Beispiel 5.Berechne die unbestimmten Integrale! s16
1
7 i g
x'dx=—+47C
x9 51710
—dx=—+C
/ 7 70 i
5 5
—dx= [ =2 %dx=
/ 62 / 6 "
— _ [ C —
5 T (=5) +
1
=——4C
6> +

Beispiel 6 (4d).Das gegebene unbestimmte Integral ist zu berechnen! dabe

/7\/5$2 /7 2
X= [ =-x5dXx=
3 3

7 b
:§.T+C:
5
_2 r-vVi2+C
3

Integralrechnung 5 http://mone.denninger.at



2 BERECHNUNG EINFACHER STAMMFUNKTIONEN 8. Klasse

Beispiel 7.Berechne das unbestimmte Integral! 7

/(3x —4sinx 4+ 3cosx) dX =

3
= §x2+4cosx+381nx+0

Beispiel 8.Berechne das unbestimmte Integral!

2 2
/x 1dx: x——idx:

x? R
= /1 —z2dx =
—1
1
=z+—-+C
T
Beispiel 9.Berechne das unbestimmte Integral! 5
6
2 2
/(x—£> dX:/de—/idX:
i i
1‘2
= —V2-In|z|+C

2
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3 BESTIMMTES INTEGRAL 8. Klasse

3 Bestimmtes Integral

Ist f(z) eine aufla; b] beschrankte reelle Funktion udt(x) auf

[a; b] Stammfunktion vory (z), so wird dem Symboff f(x) dx
der Zahlenwer#'(b) — F'(a) zugeordnet:

| #a) dx=F(b) - Fla)

Hauptsatz der Differential und Integralrechnung

Man Iiestfff(x) dx als ,Integral vonf von x dx zwischen (den Grenzen)
undb*.

Man schreibt als Zwischenergebnis fiitb) — F(a) auch F(z)|" oder[F(x))".
Bei bestimmten Integralen wird wegen

[F(b)+C]—[F(a)+C] = F(b) — F(a)

die Stammfunktior¥’ ohne Integrationskonstanteangeschrieben.
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4 UMKEHRAUFGABEN 8. Klasse

4 Umkehraufgaben

Wir haben beim Differenzieren in der 7. Klasse gelernt, dass man nicht nur
nachx ableiten kann, sondern auch nach anderen Variablen. Selbige gilt beim

Integrieren! Die Integrationsvariable gibt an, nach welcher Variable integriert
wird.

Beispiel 10 (17).Welcher Interschied besteht ZWiSChﬁ)lnaxQ dx und

1
fO CL:CZ da? 18
19

1 31
1
/ ardx=a->| =a--—0=2
0 31 3 3
1 2 1 2
1
/ ar’da= L 2% =22 —0="
0 2 . 2 2
Beispiel 11 (22b).Ermittle die Losungsmenge der Gleichung 22¢
[pdp="T7inR! 22
21T
rl_ .
2 0
T g L ={—V14;V14}
5 =
2?2 =14
r==xVv14
Beispiel 12 (24d).Ermittle die Losungsmenge der Gleichung 23
[F2+y)dy=6- [ ZinR! o
v 1"
2+ 5| =0l
2 0
Z‘Q
233+5—O=6- In |e| —In |1
1 0
2
% Y2 =6 |2

>+ 4r —12=0
T2 = —2ﬂ:\/4 + 12

561:2 .132——6

L ={-6;2}
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4 UMKEHRAUFGABEN 8. Klasse

Beispiel 13 (23c) Ermittle die L6sungsmenge der Gleichung
[Z(y*—2y+3) dy=TinR!

2
7
3 2
Yy 2 7
J 3 — _
8 x3 7
——446)— (= —2"+3) ==
<3 + ) <3 xr° + x) 5
3
%—x2+3x:g

2 =322 492 —-7=0

erste LOosung erratem; = 1
Polynomdivision:

(2 =322+ 92 —7) : (v —1) =2 — 2047
23— a?
— 227 + 9x
—22% + 2x
Tx — 17
Tx =17
OR.

2 —2r+7=0

T1o=1£V1-7T=1£Vv-6¢R

= keine weiteren Losungen

L=1{1}
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5 FLACHENINHALT KRUMMLINIG BEGR. FLACHEN 8. Klasse

5 Flacheninhalt krummlinig begr. Flachen

5.1 Flacheninhalt zwischen einer Funktion und derz-Achse

Beispiel 14.Berechne den Flacheninhalt der Flache zwischea x und der
x-Achse vonr = 2 bisz = 4:

----- f@)=a
1. Mdglichkeit: Kastchen abzahlen
A = 6cm?
2. Moglichkeit: Flacheninhalt Trapez
4 (a+c)-h
2
— % — 6 cm?

3. Mdglichkeit: bestimmtes Integral
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5 FLACHENINHALT KRUMMLINIG BEGR. FLACHEN 8. Klasse

5.2 Unter- und Obersumme

Um den Flacheninhalt zwischen einer Kurve und dekchse berechnen zu
koénnen, kann ich diesen Flacheninhalt naherungsweise durch Rechtecke be-
rechnen.

Man teilt das Intervalla; b] in n gleiche Teile der L&nga.

In der folgenden Abbildung habe ich den Flacheninhalt der Funktian =

H(x —2)*+ 1 im Intervall [-2; 6] durch ein Rechteck, das unterhalb der Funk-
tion liegt (griin) und ein Rechteck, das genau so hoch ist wie der grol3te Funkti-

onswert dieser Funktion im Intervali-2; 6], angenahert.

124 f(x):0.25(x-2)2+1 Untersumme U1 =8

| 8 Obersumme 01 =40
[fxox=1867
104 -2

Das griine Rechteck (Untersumme) hat einen Flacheninhalt/vens8 - 1 = 8
und das rote Rechteck (Obersumme) einen Flacheninhalbyea 8 - 5 = 40.
Diese beiden Werte liegen noch sehr weit auseinander, doch die tatsachliche
Grol3e des Flacheninhalts zwischen Kurve wrlichse liegt mit Sicherheit da-
zwischen.

Up < A <O,

Integralrechnung 1 1 http://mone.denninger.at



5 FLACHENINHALT KRUMMLINIG BEGR. FLACHEN 8. Klasse

Wir teilen das Intervall in 4 gleich lange Teile:

2
124 fix)=0.25{x-2) +1 Untersumme U4 =12

6

1 [fxac=1867
104 -2

Obersumme 04 =28

o

-4

Die Breite eines solchen Rechtecks ist rusa: ’)‘T“ = %2 = 2. Die HOhen bei
der Unternumme jeweils der niedrigste Funktionswert im Intervall und bei der
Obersumme jeweils der hochste Funktionswert im Intervall:

Uy=h-fla+h)+h-fla+2h)+h-fla+2h)+h-fla+3h) =
=2 f(0)+2- f(2)+2- f(2) +2- f(4) =
=2:2+42-142-14+2-2=
=44+2+2+4=12

Oy=h-fla)+h-fla+h)+h-f(a+3h)+h-fla+4h) =
=2 f(=2)+2- f(0) +2- f(4) +2- f(6) =
=2-5+2-242-24+2-5=
=10+4+4+10=28

Dementsprechend kann man das Interjalb] in immer mehr Rechtecke ein-
teilen und man wird immer enger beisammen liegende Werte fur die Ober- und
Untersumme erhalten.

Integralrechnung 12 http://mone.denninger.at



5 FLACHENINHALT KRUMMLINIG BEGR. FLACHEN 8. Klasse

2
fxi=025(x-2) +1 Untersumme U16:16.75

| @ Obersumme O, .=2075
[fax=1867 18
1 -2

Je kleinerh (also umso mehr Intervalle), desto geringer wird der Fehler zwi-
schenO,,, U,, und dem tatsachlichen Flacheninhalt.

2 =
124 fix)=0.25(x-2) +1 Untersumme Umu:ﬂ&% B=10d

5]

| Jaxox=1887
104 -2

Obersumme O1DD =1899

Geht also die Anzahl der Rechtecke gegen Unendlich, so gehen die Ober- sowie
auch die Untersumme gegen den Flacheninhalt:

lim U, =A= lim O,

n—oo n—oo
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5 FLACHENINHALT KRUMMLINIG BEGR. FLACHEN 8. Klasse

Beispiel 15.Berechne den Flacheninhalt zwischen der Funkfian = 22 und
derx-Achse im Intervall0; b].2

(1) Zerlege das Interval; b] in n gleiche Teilintervalle der Léange = %

(2) (a) Die Obersumme ist die Summe der zu grol3en Rechtecke:

¥

a=0 h 2h ... (n-1)h b=nh

Naherungsweises Berechnen der Flache aller Rechtecksstreifen aus (1)
mittels Rechtecksflachen, die oberhalb der Funktion liegen. Der Fla-
cheninhalt eines solchen Rechtecks wird berechnet durch Teilintervall-
langeh mal grél3tem Funktionswert im betrachteten Intervall:

On,=f(h)-h+ f(2h)-h+ f(3h)-h+---+ f(n-h) -h=
= b3 4 4h% + OR3 + - 4 n?h =
=R (144494 +n) =

(n+1)(2n+1)

6

_ 3 2n3+n2—2n2—n_
=h. c =

B b\? 2n3—n2—n_
= (- ; —

B 2n —n?—n

6 n3

3.0

2Anm.- _ n(n+D)(@nt1)
Anm.:12 +922 432 4. 42 = nlolEntl)

Integralrechnung 14 http://mone.denninger.at



5 FLACHENINHALT KRUMMLINIG BEGR. FLACHEN 8. Klasse

(b) Die Untersumme ist die Summe der zu kleinen Rechtecke:

y &

f(2h

f(h)
‘ -
a=0 h 2h ... (n-1)h b=nh

Naherungsweises Berechnen der Flache aller Rechtecksstreifen aus (1)
mittels Rechtecksflachen, die unterhalb der Funktion liegen. Der Fla-
cheninhalt eines solchen Rechtecks wird berechnet durch Teilintervall-
langeh mal kleinstem Funktionswert im betrachteten Intervall:

Un = f(0)-h+ f(h)-h+ f(2h) - h+ -+ f((n—1)h) - h =
=0+h* - h+4h*> - h4 -+ (n— )2-h2-h:
=h (14444 (n—-17°) =
:h3.(n—l)((n—1)+1)(2(n—1)+1):
6
_ 3. (n—1)n(2n —1) _
:h3.2n —n* —2n —n_
6

B 9 3 2n3—3n2—n_
= c —

_b3 3 —3n2—n
6 n3

Integralrechnung 15 http://mone.denninger.at



5 FLACHENINHALT KRUMMLINIG BEGR. FLACHEN 8. Klasse

(3) Durch eine Verfeinerung der Intervalleinteilung (d.h. durch eine Vergrol3e-
rung der Anzahh der Teilintervalle) ergibtV,, bzw. O,, einen verbesserten
Naherungswert flr die gesuchte Flache.

(a) Es strebO,, mitn — oo gegen die gesuchte Flache. ki~ oo ergibt
sich:

b3 23_ 2
lim O, = lim — - S L L

n—00 n—oo 6 n3
po2 _n2_on
— lim — .2 n n
n—oo 0O n?
TL3
3 1 _ 1
= lim b— : 27w =
% b3
6 3

(b) Es strebt/,, mit n — oo gegen die gesuchte Flache. i oo ergibt
sich:

3 3 9.2
lim U, = lim . 2023 —n

n—o0 n—oQ 6 n3
¥ o2-3-1
= lim — —2 " =
n—oo 6 1
b b

(4) Wenn der Fall eintritt, dassm,, .., U, = lim,,_.,, O,,, dann wird der ge-
meinsame Grenzwert als Flache gedeutet:

1
A = b
"3

(5) Mittels Hauptsatz der Integralrechnung ergbt sich:

/abf(x) dX:/ObSUQdX:%3

(6) Die Ergebnisse aus (4) und (5) stimmen tberein, d.h. Flachenberechnungen
kénnen unter bestimmten Voraussetzungen mittels Integralrechnung erfol-
gen.

o 03 3

, 3 3 3
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5 FLACHENINHALT KRUMMLINIG BEGR. FLACHEN 8. Klasse

Beispiel 16.Berechne den Flacheninhalt zwischen der Funkfign = 23 und o
derx-Achse im Intervall0; b].2

(1) Zerlegen des Intervallg; b] in n gleiche Teilintervalle der Lange =

(2) (a) Naherungsweises Berechnen der Flache aller Rechtecksstreifen aus (1)
mittels Rechtecksflachen, die unterhalb der Funktion liegen (Untersum-
meU,,).

Flacheninhalt eines solchen Rechtecks: Teilintervallldngsal klein-
stem Funktionswert im betrachteten Intervall.

lfzf()h+f()h+f@m —hﬂm—lmwhz
=0+h* h+8h% h+- ( S h =
=h* (0+14+8+27+-- n—l)
B (n— 1) (n—l (n—1)"]
_h4.[ 7 T 5 }_
b [(n—=1)* (n—1)° n—l
_ﬁ'[ TR ]
1

v n—14+2m—m +(
4 n n4
(b) Naherungsweises Berechnen der Flache aller Rechtecksstreifen aus (1)
mittels Rechtecksflachen, die oberhalb der Funktion liegen (Obersum-
meQ0,).

Flacheninhalt eines solchen Rechtecks: Teilintervallldngeal grof3-
tem Funktionswert im betrachteten Intervall.

On,=f(h)-h+ f(2h)-h+ f(3h) -h+---+ f(n-h)-h=
— W+ 8+ 27h 4 4 PRt =
=h' 148427+ - +n’] =

n4 n3 TL2
=t | =
T+

42
bt [nt n®  n?
m[z+7+z]:
A T

T4 T on Tan?

SANM. 1% +23 433 4 4 pd =0 4
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5 FLACHENINHALT KRUMMLINIG BEGR. FLACHEN 8. Klasse

(3) Durch eine Verfeinerung der Intervalleinteilung (d.h. durch eine Vergrol3e-

rung der Anzahh der Teilintervalle) ergibtV,, bzw. O,, einen verbesserten
Naherungswert flr die gesuchte Flache.

(a) Anschaulich streldt/,, mit n — oo gegen die gesuchte Flache.
Furn — oo ergibt sich:

4 . 4 _1)\3 1)\2
thnlimb—-[(n 1) T ) Ul

n—0o0 n—oo 4 n n4 nA -
4 b4
=—-1140+0|=—
4 [ +OF ] 4

(b) Anschaulich streb©O,, mit n — oo gegen die gesuchte Flache. Fir
n — oo ergibt sich:

bt 2 1 bt bt
lim O, = lim — - (1 + —+—2):Z-(1+0+0):Z
n—00 n—00 no nO

(4) Wenn der Fall eintritt, das$m,, .., U,, = lim,,_.,, O,,, dann wird der ge-
meinsame Grenzwert als Flache gedeutet:

4
Ag:%

(5) Mittels Hauptsatz der Integralrechnung ergbt sich:

/abf(x) dx:/obx?’dx:%4

(6) Die Ergebnisse aus (4) und (5) stimmen tberein, d.h. Flachenberechnungen

konnen unter bestimmten Voraussetzungen mittels Integralrechnung erfol-
gen.

oot ot

., 4 4 4
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5 FLACHENINHALT KRUMMLINIG BEGR. FLACHEN

8. Klasse

5.3 Negativer Flacheninhalt
Beispiel 17.

4, 92 4
/ * 5[L’dx:/ r—5dx=
—9 Wi _9

—2

16 4
= (=-20)-(=+10) =-24
(3-2)-(o)

Was bedeutet ei2n negativer Flacheninhalt?
Skizze:f(z) = £=2 = z — 5 fir 2 # 0 = Luicke beiz = 0

Negativer Flacheninhalt bedeutet, dass die Flache unter-8ehse liegt!

Integralrechnung 19 http://mone.denninger.at



5 FLACHENINHALT KRUMMLINIG BEGR. FLACHEN 8. Klasse

5.4 Flacheninhalt von Fkt., die teils oberhalb, teils unterhalb
der z-Achse liegen

Durchsetzt der Graph vof(z) im vorgegebenen Intervall die Achse, so wird
das urspringliche Integrationsintervall durch die Nullstellen fan in Teilin-
tervalle aufgespaltet. Das Ermitteln méglicher Nullstellen yom) im vorge-
gebenen Intervall ist daher stets vor der Flachenberechnung durchzufihren!

Beispiel 18.Gegeben ist die Funktiofi(z) = 2? — 5z + 6. Ermittle den Fla-
cheninhalt zwischen der Funktion und deAchse im Intervall1; 4]

Skizze: Nullstellen:
\: ;/ > =51 +6=0
i\ /i 5  [25 5 1
— T,/ =2
\ 7 R Rl 272
i T — 3 To = 2
' S~ 3

A:f14($2—5$+6) dX:A1+A2+A3

2 3 2
Alz/ <x2—5:1:+6) dx = x——5i+6:r:
1 3 2

8 20 1 5 5
—(--—Z412)—(>-2+6]) =2
(5-3+2)-(5-3+9) ¢

Fur den mittleren Flacheninhalt() gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder wir
subtrahieren den Flacheninhalt (da er negativ ist!), oder wir vertauschen die

Grenzen!
2 3 2
/ 2> —5:(:+6 dx = (x——5i+6:c>
3 3 2

8 27 45 1
2412 | =
G-72)-(5-31) -3

4 3 2
xT 5%
—5r46) dx= (= -2 +6
/3 2® — 5z + <3 5+ x)

64 27 45 5
R Y1 A T
G-3r2)-(5-219)-¢

Integralrechnung 20 http://mone.denninger.at




5 FLACHENINHALT KRUMMLINIG BEGR. FLACHEN

8. Klasse

A= [1(2®—5r+6) dx=A; + Ay + A3 =3+ 1 42 = UE2

Wichtig! Wiederhole das ,,Aussehen” verschiedener Funktionen!

o) = a*
o) = o -
0= o+ >2
(o) =

fla) = i

Als Hilfe dienen folgende Ubersichten:
http://mone.denninger.at/cimu/uz/Klasse8/funktionen.pdf
http://mone.denninger.at/cimu/uz/Klasse5/FunktionenvomTyp.pdf

21

Integralrechnung
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5 FLACHENINHALT KRUMMLINIG BEGR. FLACHEN 8. Klasse

Beispiel 19 (26cdh).Der griin unterlegte Flacheninhalt A ist als bestimmtes
Integral so anzugeben, dass eine numerische Auswertung ein positives Int&gral

liefert: 27
32a
a) b) c) d)
glx) hix) )
| ) ] |
C /EI e : 9
e) a) h)
/\ /\ t(x)
o, | \ m \n /\
J . 5 pvq R

(@ A= [ f(z)dx

(b) A=2- [ g(x)dx

(©) A= [} h(z)dx+ [ h(z)dx

(d) A=2- [i(x) dx

€ A= ["j(x)dx

() A=2- [ k(z) dx

() A=4- fo dx+f r) dXx

(h) A= [t(x) dx+ [ t(x dx+f t(z) dx+ [ t(z) dx

Integralrechnung 22 http://mone.denninger.at



5 FLACHENINHALT KRUMMLINIG BEGR. FLACHEN 8. Klasse

Beispiel 20 (30b).Berechne die Flaché zwischen der Funktiorf(z) = 22 —
3z + 2, derxz-Achse und den Ordinaten in den Punkign= 0 undzs = 3.

1. Nullstellen berechnen:

2 —3r+2=0
3 9 3 1
T/l 9 =4
2=y A 272
T = 33'2:2

2. Flachenberechnung:
1 2 3
A:/ (@) dx—/ (@) dx+/ F(a) dx =
0 1 2
1 2
:/ (2* — 3z +2) dx—/ (2% — 3z +2) dx+
0 1

Integralrechnung 23 http://mone.denninger.at



6 FLACHENINHALT OBERHALB DER KURVE 8. Klasse

6 Flacheninhalt oberhalb der Kurve

Beispiel 21 (33).Die grtin unterlegte Flache ist rechnerisch zu ermitteln. 3z
bis
33d

a) y=x W d) Y=/

3
Biis \ : Tk ;
! !

[\

() Wir berechnen zuerst das gesamte Rechteck und subtrahieren anschlie-
Rend die Flache zwischen der Funktion und:déchse:

4
A=4-(4—i)—/ Lax =

xr
= 15— [In]z|) =
15— |[In4 11
=lo—|Ind—In—| =
4
=15—1In16 =~
~ 12.23 F?
(9)
2
A=2 4—/ 4 — 22 dx =
0
32
_g_ 433_56_] _
3 0
8
—8—|(8=—=)—0| =
5-3-0)
:§E2
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7 FLACHENINHALT ZWISCHEN ZWEI KURVEN 8. Klasse

7 Flacheninhalt zwischen zwei Kurven

afx)

alx)
ix) ix)

b

Um den Flacheninhalt zwischen zwei Kurven zu berechnen, berechnet man zu-
erst den Flacheninhalt wzischen der ,,oberen“ Kurve undidachse und die-

sen anschlie3end minus dem Flacheninhalt zwischen der ,unteren“ Kurve und
derz-Achse.

a=a,-ar= o ax- [(r@ax= [ o) - )] ox

a undb sind dabei die Schnittpunkte der beiden Funktiofien) undg(zx).
Liegt die zu berechnende Flach&

nicht zur Ganze oberhalb derAchse,
d.h. f(z) und g(z) haben in|a;b] so-
wohl positive, als auch negative Funkti-
onswerte, so kand durch eine Schie
bung parallel zug-Achse in eine Lag
nur Uberhalb der-Achse gebracht we

den:

Wegen f-— e
file) = f(z) — s f S\ o
1(x) = gla) — s | g

(s € R) und

ergibt sich die gesuchte Flache aus

A= A= [ (5@) - gla) dx
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7 FLACHENINHALT ZWISCHEN ZWEI KURVEN 8. Klasse

Beispiel 22 (34).Die grun unterlegte Flache ist als bestimmtes Integral so an-
zugeben, dass eine numerische Auswertung ein positives Resultat liefert:

a) b) c) d)
glx} 1x] s st
() hix) ik tx)

mix)

Jlxl

e d f

olx) qlx)
Dix rix)
i s(x]

@) ...

Integralrechnung 26 http://mone.denninger.at



7 FLACHENINHALT ZWISCHEN ZWEI KURVEN 8. Klasse

Beispiel 23.Berechne den Inhalt der endlichen Flache, die von den Graphen
der Funktionery (z) = —1z + 5 undg(z) = 12 + 1 eingeschlossen wird.

(1) Integrationsgrenzen (=Schnittpunkt der Graphen)

1
1 1

> +4r—-32=0
(x—4)(z+8)=0
.I'1:4 .’EQI—S

[a; 0] = [—8;4]

(2) Flachenberechnung
b
A= [ (@) = gla)) dx=

4
1, 1
= ——x° — = 4] dx =
/_8< 83: 2x+
- 4

1 3 12
= _— _ = 4 =
_ 24x 4x+ x}_é;
[ 64 512
— | —— —4+16| — |=—=—-16—-32| =
-5 +6] [24 6 3]
_ 28] _[_80] _
=13 5| =
= 36 E?
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8 VOLUMSBERECHNUNGEN 8. Klasse

8 Volumsberechnungen

Rotation um diez-Achse:

b
Vx:7r/ y? dx

Rotation um die/-Achse:
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8 VOLUMSBERECHNUNGEN 8. Klasse

Beispiel 24 (94h) Welches VolumerV entsteht, wenn die vofi(x) = 222 + 1
undg(x) = 7x — 2 eingeschlossene endliche Flache umydigchse rotiert?
Schnittpunkte:

f(z) = g(z)
22 +1="Tx —2
202 —Tx+3 =0
TEVA9-4-2-3 T£5

T12 =

4 4
1
x1:§ To =3
Sizl3)  S6019)
f(x) undg(z) jeweils nachr?> umformen:
g(x) ="Tx —2
y+2="Tx
_y_ 2
fla)=22"+1 TmrTT
— 1 =922 2\ *
Yy x 2= g+_
xg_g_l 7 7
2 02 2_y2+4 +4
YT 197 T o
1
2 2
= —- 4 4
x 19 (y + 4y + )
1 2
————4—9-(3/ +4y+4) =
41 57
+—y— —

98 98
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8 VOLUMSBERECHNUNGEN 8. Klasse

Volumen:

19
Vy:ﬂ-/ 2 dy =

19 2
y> 41 o7
”/3 ( 0 wYTs) W

19

[\S] VL)

Y3 n 41 , 57
pr— 7'(' . —_— —_ —_— JR—
147 1967 987,
10469 | 333
= Tr - =
7588 784
_ %ﬂ' E3
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