Gleichungen und komplexe Zahlen 8. Klasse

1 Komplexe Zahlen

1.1 Ubersicht

N*={1,2,3,...} Menge der natirlichen Zahlen ohfe
N=1{0,1,2,3,...} Menge der natirlichen Zahlen niit N* C N
Z=A..,-2,-1,0,1,2,...} Menge der ganzen Zahlen NCZ
Q={%la,b € Z,b#0} Menge der rationalen Zahlen 7ZCQ
R = {z|z liegt auf der Zahlengeradén Menge der reellen Zahlen QcCR
I=R\Q Menge der irrationalen Zahlen
C={z|lz=a+bi;a,b € R,7> = -1} Menge der komplexen Zahlen RcC

SomitergibtsichN*cC NCZcQcRcC

1.2 Wichtige Begriffe
Imaginare Einheit i, festgelegt durch? = —1.
Imaginare Zahl bi mit b € R; Beispiele3i, —3i, v/3i

Komplexe Zahl z =a + bi mita,b € R
Man nenntz ... Realteil vonz, b . .. Imaginarteil vor:

Konjugiert komplexe Zahlen z = a + bi, Z = a — bi unterscheiden sich nur im Vorzeichen
des Imaginarteils.

1.3 Darstellung komplexer Zahlen in der Gaul3schen Zahlenebene

Fuhrt man in der Ebene ein kartesisches Koordinatensystem ein, so ist umkehrbar eindeutig
jeder komplexen Zaht = a + bi der Punkt der Ebene mit den Koordinaterib) zugeord-

net (Gaul3sche Zahlenebene); didchse wird reelle Achse, dig-Achse imaginére Achse
genannt.
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¢ ...Argument oder Polarwinkel von(y = arge)
r...Betrag vore (r = |z|)
(r;¢) ...Polarkoordinaten der komplexen Zahl
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1.4 Zusammenhange zwischen den GroRen o und a, b
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Berechnen vor

Berechnen vor

r, @ ausa, b a, bausr, ¢

r=+va2+b |a=r-cosp

b
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tanp =

b=r-siny
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2 Gleichungen

2.1 Lineare Gleichungen mit einer Variablen

Definition 1. Unter der Normalform einer linearen Gleichung mit einer Variablen versteht man
eine Gleichung der Gestalt: + b = 0 mita,b € R unda # 0.

Losung:z = —2
a

2.2 Lineare Gleichungen mit zwei Variablen

Definition 2. Unter der Normalform einer linearen Gleichung mit zwei Variablen versteht man
eine Gleichung der Gestalt: + by = c mit a,b € R\{0} undc € R.

ar + by = 0 ...homogene linaere Gleichung

ar + by = c...inhomogene lineare Gleichung+ 0)

2.3 Wurzelgleichungen

Definition 3. Eine Gleichung, bei der die Variable unter dem Wurzelzeichen vorkommt, heif3t
Wurzelgleichung.

Das L6sen von Wurzelgleichungen erfolgt in drei Schritten:

(1) Bestimmung der Definitionsmengeaus der Bedingung, dass die Radikanden grof3er oder
gleich Null sein missen.

(2) Rechnerische Losung durch einmaliges oder mehrmaiges Quadrieren.

(3) Fur jede erhaltene Lésung muss die Probe gemacht werden, da das Quadrieren nicht immer
eine Aquivalenzumformung darstellt. Dabei ist zu beachten, dass unter dem Synrhol
der positive Wert verstanden wird.

Beispiel 4.Lose inR: vz +5=x—1

(1) Definitionsmenge: Radikand =z +5 > 0
r > -5 D ={x e Rlz > -5}

(2) Rechnerische Ldsung:

Vz+s=a-1 |Quadrieren
r+5=(z—1)>
r+5=1"-2r+1 |Reduzieren
22 —3x—4=0 |Losen der quadratischen Gleichung

3 9 16 3 5
— S /i 2 =24
T =g EN\ T T oES

I1:4€D,$2:—1€D
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(3) Proben: Probe fiir,; = 4: Probe flrzy = —1:
Tp(4) =V4+5=3 Tp(—=1)=v—-1+5=2
Tr(4)=4—-1=3 Tr(=1)=—-1—-1= -2
T, =Tr Ty, # Tg
— L ={4}

Beispiel 5. Lose inR: /x + 5 + vz + 12 = V4x + 33

2.4 Exponentialgleichungen

Definition 6. Eine Gleichung, bei der die Variable im Exponenten einer Potenz vorkommt, heif3t
Expoentialgleichung. Die Definitionsmenge dieser Gleichun@ist R.

Siehe SU-Heft 6.Klasse — 76.-78. Schuliibung

2.5 Logarithmische Gleichungen

Definition 7. Eine Gleichung, bei der die Variale im Numerus von Logarithmen vorkommt,
heil3t logarithmische Gleichung. Die Definitionsmengesrgibt sich aus der Bedingung, dass
der Numerus grofRer als Null sein muss.

Siehe SU-Heft 6.Klasse — ab 78. Schuliibung
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2.6 Quadratische Gleichungen

Definition 8. Allgemeine quadratische Gleichungt? + bx + ¢ = 0, a € R\0; b,c € R.
Unter der Normalform einer quadratischen Gleichung versteht man eine Gleichung der Gestalt
> +pr+q=0.

Lésungsformeln:

b+ Vb -1 2
X190 = ac bZW.’L'12 = —]—9 + (12) —q
’ 2a ’ 2 2
Wo kommen diese Formeln her?
Herleitung der PQ-Formel
2’ +pr+q=0 |—q

2 4 pr = —q Ergéanzen auf ein vollst. Quadrat
(++5) - (5) = 1+(5)
(=) v

S ORTINS
=)

Leite die grofRe Losungsformel her!

Der unter der Wurzel stehende Ausdruck heif3t Diskrimindrte
D > 0: zwei unterschiedliche Lésungen

D = 0: eine reelle Doppelldsung

D < 0: zwei konjugiert komplexe Losungen (keine LosundRin

Die Bedingung fir Lésungen mit zwei verschiedenen Vorzeichen lautet

|b] < Vb% — dac
Satzgruppe von VIETA
1+ Ty =—p
T1-T2 =(
(x—z)(x—29) =2 +pr+q=0
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Beispiel 9. Losez? — 6z + 34 = 0. Uberprife anhand der Lésung die Satze von VIETA!

2? —6x+34=0
T12=3+V9—-34=3=£5i

1+ T9=3+51+3—-51=6=—p
T Ty = (34+51)(3—-5)=9—-25>=9+25=34=gq
(x —x1)(x —22) = (x —3 = 5i)(x — 3+ 5i) =
=22 — 32 — biz — 3z + 9 + 15i + 5ix — 15i — 25i% =
=22 —6x+34

2.7 Gleichungen hoheren Grades
2.7.1 Biquadratische Gleichung

Definition 10. Unter einer biquadratischen Gleichung versteht man eine Gleichung der Gestalt
az* +bz* + ¢ =0;a € R\{0},b,c € R,

Setzt man furr? = u, so erhalt man eine quadratische Gleichung mit der Variatlen? +
bu + ¢ = 0. Diese wird gelost. Durch Einsetzen in die Substitutionsgleichtting: u erhalt
man die Losungen der gegebenen Gleichung.

2.7.2 Gleichung n-ten Grades

Definition 11. Unter einer Gleichung n-ten Grades versteht man eine Gleichung der Form:
A" + Ay 12" 4 Faix+ap = 0mita; € C,a, #0,n €N.

Satz 12.Die rationalen Losungen der Gleichung n-ten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten
U™ + 12"+ ayz +ag = 0mita; € Z, a, # 0,n € N sind von der Fornt, wobei
p ein Teiler vonay undg ein Teiler vona,, ist.

Dieser Satz ist wichtig, wenn man Lésungen durch Probieren finden will.

Beispiel 13. Ermittle die rationalen Losungen der Gleichuhg — z® — 1122 + 4z + 12 = 0.
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