Zahlen 5. Klasse

1 Zahlentypen

1.1 Naturliche Zahlen

Nach ONORM versteht man untirdie Menge der natiirlichen Zahlen:
N={0,1,2,3,...}
Eigenschaften der natirlichen Zahlen:
¢ 1 ist die kleinste natirliche Zahl.
e Jede natlrliche Zahl besitzt einen Nachfolger.

e Zwischen einer natirlichen Zahlund deren Nachfolget + 1 liegt keine
weitere naturliche Zahl. Die Darstellung der natirlichen Zahlen auf dem
Zahlenstrahl ergibt daher isolierte Punkte.

e Es gibt keine grof3te nattirliche Zahl.

Man verwendet die nattrlichen Zahlen zum Z&ahlen beziehungsweise zum Fest-
legen einer Reihenfolge. Sie treten auch bei Aufgaben Uber Anzahlen (Schiler-
zahlen, Einwohnerzahlen,...) auf.

Die Addition und die Multiplikation lassen sich in der Mendeuneinge-
schrankt ausfihren. Subtraktion und Division sind jedoch nicht immer ausfihrbar;
das Ergebnis dieser Aufgaben liegt dann nicht in der Mé¥ge

1.2 Ganze Zahlen

Schon im Bereich des taglichen Lebens sto3t man auf Aufgaben, welche die “Er-
findung” neuer Zahlen, der negativen ganzen Zahlen, nahelegen (Temperaturan-
gaben; Hohen und Tiefen, bezogen auf den Meeresspiegel; Gewinn und Verlust
im Geschéftsleben;...). Durch diese neuen Zahlen wird die Menge der naturli-
chen Zahlen so erganzt, dass alle méglichen Subtraktionsaufgaben geldst werden
koénnen.

Z=A...,—2,—-1,0,+1,+42,...}

Die natlrlichen Zahlen werden als positive ganze Zahlen angesehen. Die Menge
der natirlichen Zahlen ist daher eine Teilmenge der Méhder ganzen Zahlen:
NCZ.

Eigenschaften der ganzen Zahlen:

e Jede ganze Zahl besitzt zwei Nachbarn, einen Vorganger und einen Nach-
folger.
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e Es gibt keine grof3te ganze Zahl und auch keine kleinste ganze Zahl.
Wie fur die MengeN gilt jedoch:
e Zwischen zwei benachbarten ganzen Zahlen liegt keine weitere ganze Zahl.

Wir nennen den “Abstand”, den eine Zahivom Ursprung hat, deBetrag
von z und bezeichnen ihn mijt:|. Es gilt:

2] = z, fallsz >0
—x, fallsz < 0

Innerhalb der Mengg sind nun die Addition, die Multiplikation und auch die
Subtraktion stets ausfiihrbar. Dies gilt jedoch nicht fir die Division.

1.3 Rationale Zahlen

Ergebnisse von Divisionen ganzer Zahlen, die nichZihegen, lassen sich als
Briche bzw. als Dezimalzahlen schreiben. Es ist daher sinnvoll, wenn wir die
Menge der ganzen Zahlen um die Menge aller moglichen Bricbeweitern.

Auf diese Weise ergibt sich die Men@kder rationalen Zahlen:

Q:{%\a,beZundb7é0}

Die Bezeichnund) kommt vom Wort Quotient. Man nenntdenn Z&hler und
b den Nenner des Bruches. Die Division durch 0 ist auszuschlieRen.

Die MengeQ enthalt die Mengé. als Teilmenge, denn es gilt zum Beispiel:
5=528=3...

Iln der ﬁ/lenge@ sind Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division (aul3er
durch Null) unbeschrankt ausfuhrbar.

Jeder rationalen Zahl entspricht genau ein Punkt auf der Zahlengeraden. Im
Gegensatz zu einer ganzen Zahl besitzt jedoch eine rationale Zahl keine Nach-
barn. Zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen gibt es stets eine weitere
rationale Zahl. Eine Menge mit einer solchen Eigenschaft hiidbite Menge
Eine rationale Zahl kann daher keine rationalen Zahlen als Nachbarn haben, weil
zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen — und mdgen sie noch so nahe
beisammen liegen — stets eine weitere rationale Zahl liegen muss. Das ist wohl
nicht ganz leicht vorstellbar!

1.4 Reelle Zahlen

Zwischen zwei verschiedenen Punkten A und B der Zahlengeraden, die rationale
Zahlen darstellen, liegt mindestens ein weiterer Punkt C, der eine rationale Zahl
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darstellt. Die gleiche Uberlegung kann fiir die Punkte A und C (bzw. B und C)
durchgefuhrt werden. Zwischen ihnen liegt wiederum mindestens ein Punkt, der
zu einer rationalen Zahl gehort usw.

Daraus erkennen wir: Zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen liegen
unendlich viele rationale Zahlen. Auf der Zahlengeraden liegen also zwischen
zwei zu rationalen Zahlen gehdrenden Punkten unendlich viele weitere Punkte,
die wieder rationale Zahlen darstellen. Es liegt also die Vermutung nahe: Die
rationalen Zahlen fillen bei ihrer Veranschaulichung auf der Zahlengeraden die
Zahlengerade vollstandig aus. Dies ist jedoch nicht der Fall, wie das folgende
Beispiel zeigt:

Nach dem Lehrsatz des Pythagoras ist die Lahder Diagonale einer Qua-
dratesd = a - /2. Wéahlen wira = 1, so gilt:d = /2.

Wir konstruieren ein Quadrat Uber der Strecke von 0 bis 1 der Zahlengeraden
und schlagen die Diagonalenlange auf der Zahlengeraden ab. Man erhélt genau
einen Punkt, dem die Zakl2 zugeordnet wirdy/2 ist keine rationale Zahl; es
muss also an der Stelle der Zahlengeraden, an/@eliegt, eine “Liicke” sein.
Nicht alle Punkte der Zahlengeraden lassen sich also durch rationale Zahlen er-
fassen.

Um jeden Punkt der Zahlengeraden zu erfassen, muss die Mgrige ra-
tionalen Zahlen auf die Menge derreellen Zahlen erweitert werden. Es gilt:

Q C R. Reelle Zahlen, die nicht i liegen, heil3enrrationale Zahlen (etwa
V2,5, T,.. ).

Man kann zeigen: Jeder reellen Zahl entspricht genau ein Punkt auf der Zah-
lengeraden und umgekehrt. Die reellen Zahlen fillen also die Zahlengerade voll-
stéandig aus. Man sagt: Die Men@eder reellen Zahlen istollstandig.

NCZCQCR

Gelegentlich verwendet man auch die Meng@enZ*, Z, , 2§, Q~, Q*, Z,,
Qf, R™, R™, R, undR/. Dabei bedeuten der Index die Beschrankung auf
positive Zahlen, der Index die Beschrankung auf negative Zahlen und der Index
0 das Hinzufugen der Zahl 0 als Element der Menge. Beispielsweise beschreibt
Z4 die Menge der natirlichen Zahléh

Oft werden auch Mengen verwendet, bei denen bestimmte Elemente nicht ent-
halten sein durfen. Man schreibt etwa fir die Menge aller reellen Zahlen ohne die
Zahl 0 die SymboléR\{0} oderR*. Es gilt: A\B ist die Menge aller Elemente
aus A, die nicht in B liegen. Der Index * kennzeichnet laut ONORM Mengen, bei
denen die Null weggelassen wurde.
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