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INHALTSVERZEICHNIS 7. Klasse

Vorwort

Neben dieser Zusammenfassung der Wahrscheinlichkeitsrechnung mochte ich drei Bu-
cher sehr empfehlen:

e Walter Kramer, Statistik verstehen - Eine Gebrauchsanweisung, Piper Verlag, 2004,
ISBN 3-492-23039-3

e Walter Kramer, So ligt man mit Statistik, Piper Verlag, 2004, ISBN 3-492-23038-5

e Hans Christian Reichel, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik 1, hpt, 1992,
ISBN 3-209-00736-5
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1 GRUNDBEGRIFFE DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 7. Klasse

1 Grundbegriffe der beschreibenden Statistik

Die Statistik gliedert sich in

¢ dieBeschreibende Statistikdie Daten erfasst und diese durch Tabellen, Graphiken
und Kennzahlen, mdglichst tibersichtlich beschreibt;

¢ die Beurteilende Statistik, die auf Basis der Beschreibenden Statistik prognosti-
ziert und vergleicht, sich also z. B. mit der Qualitatskontrolle von Produkten be-
schatftigt.
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1 GRUNDBEGRIFFE DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 7. Klasse

1.1 Absolute und relative Haufigkeit

Die absolute Haufigkefi(z;) eines Merkmals:; bei einer Stichprobe vom Umfang
ist jene Zahl, die angibt, wie oft das Merkmalauftritt.

Die relative Haufigkeit-(x;) eines Merkmals:; bei einer Stichprobe vom Umfang
ist gegeben durch:

h(z;)  Absolute Haufigkeit des Merkmals
n o Umfangn der Stichprobe

r(zi) =
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1 GRUNDBEGRIFFE DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 7. Klasse

Beispiel 1. Bei 100 gleichaltrigen Schilern wurde die Kérpergréf3e in cm gemessen.
Berechne die relativen Haufigkeiten.

Korpergrole 145| 146 | 147 | 148 | 149 150‘ 151‘ 152‘ 153‘ 154
Anzahl der Schiller 2 1 3 5 8 |11 14] 13| 12| 9
Kdrpergrole 155| 156 | 157 | 158 | 159 | 160
Anzahl der Schiler 7 5 4 2 3 1

Korpergrolie = absolute relative relative Haufigkeit
[ Merkmalz; | Haufigkeith(z;) | Haufigkeitr(x;) in Prozenten
1 145cm 2 0,02 2%
2 146cm 1 0,01 1%
3 147cm 3 0,03 3%
4 148cm 5 0,05 5%
5 149cm 8 0,08 8%
6 150cm 11 0,11 11%
7 151cm 14 0,14 14%
8 152cm 13 0,13 13%
9 153cm 12 0,12 12%
10 154cm 9 0,09 9%
11 155cm 7 0,07 7%
12 156cm 5 0,05 5%
13 157cm 4 0,04 4%
14 158cm 2 0,02 2%
15 159cm 3 0,03 3%
16 160cm 1 0,01 1%

Manchmal ist es ublich/sinnvoll, die Werte eines Merkmals, die innerhalb bestimmter
Grenzen liegen, zu einer Klasse zusammenzufassen. Dabei wird die untere Schranke einer
Klasse als Klassenanfang gewabhilt.

Nr. KorpergroRe = absolute H.| relative H. r(z;)
der Klasse Merkmalz; h(z;) r(z;) in Prozenten
1 145-148cm 6 0,06 6%
2 148-151cm 12 0,12 12%
3 151-154cm 39 0,39 39%
4 154-157cm 21 0,21 21%
5 157-160cm 10 0,10 10%
ST=100 | S. =1 | =100%
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1 GRUNDBEGRIFFE DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 7. Klasse

1.2 Der Mittelwert 7 der Statistik

Definition 1. Dasarithmetische Mittel = (gesprochen : x quer) der Zahlen =, .. .,
x,, erhalt man, indem man die Summe dieser Zahlen durch ihre Anzdilldiert.

mtmtastotw,  1g
xr = = — ZT;

_— : ...112| 3|45
Beispiel 2.Schularbeltsstatlstlk.4 5151712

1] 4 4 3 =0.111] 0111

2 8 16 0.222 0.444

3| 15 45 0.417 1.251

4 7 28 0.194 0.776

5 2 10 0.056 0.280

\ 36 \ 103 \ 1 \ 2.862

h(z;) ...absolute Haufigkeit
r(z;) ...relative Haufigkeit

103
36

Die Noten haben verschiedenes “Gewicht”!

T = = 2.86 “gewogenes arithmetisches Mittel”

Definition 2. Wenn der Wert:;; mehrmals auftritt, verwendet man zur Berechnung
Mittelwerts die absolute Haufigkefit ;) oder die relative Haufigkeit(x;):

_mch(m) Fxa - h(@o) A T h(T) 1 -
T = = — z; - h(z;) = z; - r(x;
”Zl (@) Zl (25)

n

Man nennt den auf diese Art berechneten Mittelvgentvogenes arithmetisches Mit

tel.
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1 GRUNDBEGRIFFE DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 7. Klasse

Beispiel 3. Bei vielen MeRdaten ermittelt mandurch Klassenbildung (Lange von Bau-

men, Brenndauer von Guhlampen, Abmessungen von Werkstiicken,...). Der Vorgang
wird anhand von Hohenmessungen an Baumen erklart. Es wird die Hohe von 38 Bau-
men nach einer bestimmten Zeit gemessen.

17.0 20.6 22.6
205 21.2 10.0
18.1 22.7 20.1
20.2 19.7 225

19.2 20.3 21.8
236 179 195
195 21.1 20.7
20.7 213 18.1

Nach der Mittelwert-Formel ergibt sich= 20.5.
Die Werte liegen im Intervalll7, 25]. Dieser Bereich wird in gleiche Intervalle (Klassen)
von einer bestimmten Breite (Klassenbreite) eingeteilt. Der Mittelpunkt einer Klasse heif3t

Klassenmitte.

18.6
18.8
24.9
20.9

23.1 17.7 195
201 21.7 214
209 19.8 22.2
19.8

Klasse | Klassenmitter; | h(z;) | z; - h(x;) | 7(z;) | x5 - r(x;)
[17,18] 17.5 3 52.5 | 0.079| 1.383

[18,19] 18.5 4 74 0.105| 1.943

[19,20] 19.5 8 156 0.210| 4.095

[20,21] 20.5 10 205 0.263| 5.392

[21,22] 215 6 129 0.158| 3.397

[22,23] 22.5 4 90 | 0.105| 2.363

[23,24] 23.5 2 47 | 0.053] 1.246

[24,25] 24.5 1 245 |0.026| 0.637
| | 38 | 778 | | 20.456 |

778
T = I = 20.47

Wahrscheinlichkeitsrechnung
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1 GRUNDBEGRIFFE DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 7. Klasse

1.3 Weitere Mittelwerte und Begriffe

Median: Man ordnet die Listenwerte der Grof3e nach. Der Wert in der Mitte ist der Me-
dian. Bei gerader Anzahl von Listenwerten bildet man das arithmetische Mittel der
beiden mittleren Werte.

Modus: Der am haufigsten in der Liste auftretende Wert heil3t Modalwert oder Modus.
(Eine Liste kann auch mehrere Modalwerte besitzen.)

Spannweite: Die Differenz zwischen dem gré3ten Wert (Matimum),, und dem klein-
sten Wert (Minimum)z,i, der Liste heil3t Spannweite.

R = |Imax_ xmin‘
Halbweite: Sindg; undgs; die Quartilen, dann wird

r= ’CIS—Ql\

Halbweite genannt.
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1 GRUNDBEGRIFFE DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 7. Klasse

1.4 Varianz und Standardabweichung in der Statistik

Definition 3. Bei der mittleren linearen Abweichung

Ty —Z|+ | =T 1 _
e= :—Zm—xl
n n <

sen, unabhangig vom Ausmal’ der Abweichung. Durch Quadrieren der Differ

sprechend starker bertcksichtigt als kleinere. Das so errechnete Streuungsmal3
Varianz (mittlere quadratische Abweichungy) bezeichnet.

§2 — (x1—§>2+~~+(:cn—$) _i:1(xi—f) _li(%’_ff

Definition 4. Die Standardabweichung(Streuung)s kann man als das wichtigs
Streuungsmal} betrachten.

Summe der quadratischen Abweichungen vom Mittelwerg| /=
S = < =
Anzahl der Stichprobenwerte n

wird den Abweichungen aller Werte vom Mittelwert die gleiche Bedeutung beigemes-

enzen

kann aber erreicht werden, dass das Streuungsmalf gréRere Abweichungen auch ent-

wird als

te

Satz 5 (Verschiebungssatz).
s? = lZ:(x-—f)Qz
n 1
1 2 -, =2
n Z (:171 T, T+7T )

R

1
==Y al-2-TT+T =
n

= %Zﬁ —7° (= B(X?) - 7%
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1 GRUNDBEGRIFFE DER BESCHREIBENDEN STATISTIK 7. Klasse

Bei MelR3serien kdnnen die MeRRwerte mehr oder weniger weit vom Mittelwert entfernt
liegen und trotzdem denselben Mittelwert ergeben.

Beispiel 4. Zwei Mel3serien:

1. Serie: 1201, 1198, 1202, 1205, 1194 7 = 1200

2. Serie: 1190, 1212, 1197, 1188, 1213 7 = 1200

Die einzelnen Messungen weichen aber verschieden vom gemeinsamen Mittelwert ab:

1 -2 2 5 -6
-10 12 -3 -12 13

Zur Charakterisierung einer Mef3reihe ist daher eine weitere Gré3e notwendig, die mitt-
lere Abweichung vorr, die die Standardabweichung mif3t.

Die Summe aller Abweichungen ergibt naturgemaf Null. Treffender waren die Absolut-
betrage, mit denen aber umstandlich zu rechnen ist. Man verwendet daher zur Messung
dieser Streuung das Quadrat der Abweichung.

Zur Mittelbildung wird aus praktischen Grinden nicht durchsondern durch — 1
dividiert (Streuung fur einen Wert nicht moglich).

o? ...Varianz oder Streuung

o ...Standardabweichung

o hat dieselbe Dimension wig sodal} Messungen oft mit+ ¢ angegeben werden.
Fur die obigen Mel3serien ergeben sich die folgenden Varianzen:

1. Serieo® = (1 +4+4+25+36) = 2 = 17.5 bzw.o = 4.18

2. Seriev? = (100 + 144 + 9 + 144 + 169) = % = 141.5 bzw.o = 11.9

Beispiel 5. o undo? bei Klassenbildung (Beispiel Baumhohen):

-2.97 26.463
-1.97 15.524
-0.97 7.528
0.03 0.010
1.03 6.366
2.03 16.484
3.03 18.362
4.03 16.241
| [ 106.978 |

1
2= _—.106.978 = 2.891
T
o=1.7
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2 KOMBINATORIK 7. Klasse

2 Kombinatorik

Beispiel Buch (Novak) S41

Definition 6. Fundamentale Produktregel:
Die Gesamtzahl der Méglichkeiten ergibt sich als Produkt aus der Anzahl der|M6g-
lichkeiten, die bei jeder Entscheidung getroffen werden kann.

Beispiel 6 (S44,1)(a) uber Fuerteventura + Uber Las Palmas, Teneriffa
2:3+1-3-3=15Arten

(b) Las Palmas, Teneriffa, Lanzarote, Fuerteventura oder
Las Palmas, Teneriffa, Lanzarote und zuriick

1-3-3-3-2+1-3-3-3-1=54+ 81 =135 Varianten

2.1 Permutation ohne Wiederholung

Permutation ist die Anzahl der MéglichkeitenElemente auf verschiedene Weise anzu-
ordnen. Man kann auch von sortieren sprechen oder von einer bestimmten Reihenfolge
der Elemente.

Definition 7. Ist M eine Menge vom verschiedenen Elementen, so heil3t jede Anord-
nung diesern Elemente eine Permutation ohne Wiederholung.

Anzahl:
P,=n-n—1)-(n—2)-----3-2-1=nl!

(Sprich “n Faktorielle”)

Beispiel 7. Schreibe alle Permutationen der Elementg ¢ auf und berechne die Anzahl

der Permutationen.
abc bac cab

—31=3.9.1=
acb bca cpba (273 =3:2:1=6
Beispiel 8. Wie viele vierziffrige Zahlen lassen sich aus den Ziffér3, 5, 7 bilden?
Pp=41=4.3.2.1=24

Beispiel 9. Wie viele Sitzordnungen kann eine Familie aus sechs Mitgliedern bei Tisch
einnehmen?
Ps=6!'=6-5-4-3-2-1="720 Sitzordnungen

Beispiel 10 (S44,2)11 Spieler 3

Pp=11!=11-10----- 3-2-1= 39916800 Moglichkeiten

Wahrscheinlichkeitsrechnung 12 http://mone.denninger.at



2 KOMBINATORIK 7. Klasse

2.2 Permutation mit Wiederholung

Definition 8. Ist M eine Menge vomn Elementen, bei denen Gruppen vons,
t,...gleichen Elementen vorkommen, so heil3t jede Anordnung didSkemente ein
Permutation mit Wiederholung.

112

Anzahl:ir +s+t+---=n

T’,s,t,...P — n'
Tooplesletle L

Beispiel 11. Schreibe alle Permutationen der Elemedmte, b, ¢ auf und berechne ihre

Anzahl.
aabc baac caab
aacb baca caba, = 4 4321 _ o
abac bcaa chaa o T To1

abca acab acbha

Beispiel 12. Wie viele sechsziffrige Zahlen lassen sich aus den Ziffern 1, 3, 3, 5,5, 5

bilden? 6l 6.5.4.3.9.1
2ip | 654321

S 20.31 2.1.3.2-1

Beispiel 13 (S43).Auf wie viele verschiedene Arten kdnnen die Buchstaben des Wortes
“AFFE” angeordnet werden?

4! 4.-3-2-1
Pp==———=4-3=12
1Tl 2.1 3
Beispiel 14. Auf wie viele verschiedene Arten kdnnen die Buchstaben des Wortes “BAR- 5
BARA’ angeordnet werden? 6
‘ !
232p _ 7 _ 5040 5040 910
20.31-21 2.6-2 24
Beispiel 15 (S45,7b)5 Waggons, 3 reine 2. Klasse Waggons 7a
5!
3p 2 _ o4 _
5=5 = 5-4=20
Beispiel 16 (S45,8)bis 1967:2-2-2-2-2-2 =20 =64 9
ab 1967:3° = 729
_Gp
100
~A-100
LNE
729 - 100
= ——— ~ 1139
P= "6 %

Die Anzahl der verschiedenen Autoschlissel hat um 1039% zugenommen.

Wahrscheinlichkeitsrechnung 13 http://mone.denninger.at



2 KOMBINATORIK 7. Klasse

2.3 Variation ohne Wiederholung

(geordnete Stichprobe ohne Zurlcklegen)

Definition 9. Ist M eine Menge vom Elementen, so heilit jede Anordnung vb
verschiedenen Elementen aus M eine Variation ohne Wiederholung t&menten
zur Klassek (k < n).

=

Anzahl:

kVn:n‘(n—l)'(Tl—2)-'---(n—k—|—1):

(n—k)!

Beispiel 17.Schreibe alle Variationen ohne Wiederholung der Elemeitg: zur Klasse
2 auf und berechne ihre Anzahl.

ab ac bc 31 3l
ba ca cb BT mm-un—32=0

Beispiel 18. Wie viele zweiziffrige Zahlen lassen sich aus den Zifférre, 3, 4 bilden,
wenn jede Ziffer nur einmal vorkommen darf? Schreibe alle auf!

12 21 31 41

13 23 32 42 = Aot _4.3-12

14 24 34 43 -

Beispiel 19.Eine Urne enthalf Kugeln verschiedener Farbe. Zieht
man nacheinandex Kugeln ohne Zurtcklegen, so erhélt man eing
geordnete Stichprobe ohne Zurlcklegen vom Umfang 3. Wie vi
Moglichkeiten gibt es?

; 7 7 7-6-5-4!

Vism gy T g o=

Beispiel 20 (S48, 12)8 Pferde: geordnet (es macht einen Unterschied, ob man auf Platz

1, 2 oder 3 ist), ohne zurticklegen (man kann nicht gleichzeitig 1. und 2. sein)

8! 8!
3 _ — —_— —R.7.6 =
Vi = 535 8-7-6=336

Beispiel 21 (S48, 15)32 Sitzplatze, 36 Fahrgaste: geordnet, ohne zurticklegen

36! 36!

32‘/36 —

Wahrscheinlichkeitsrechnung 14 http://mone.denninger.at
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2 KOMBINATORIK 7. Klasse

2.4 Variation mit Wiederholung

(geordnete Stichprobe mit Zurlcklegen)

Wenn das gezogeriete Element in die Menge derElemente zurtickgelegt wird, spricht
man von Wiederholung.

Definition 10. Ist M eine Menge vom Elementen, so heil3t jede Anordnung vion
nicht notwendig verschiedenen Elementen aus M eine Variation mit Wiederholung von
n Elementen zur Klasse

Anzabhl:

kvn — nk

Beispiel 22. Schreibe alle Variationen mit Wiederholung der Elemente ¢ zur Klasse

2 auf und berechne ihre Anzahl.
aa ab ac bb bc cc

21/ __ 92 __
- ba ca — cb - Vs=3"=9

Beispiel 23. Wie viele dreiziffrige Zahlen lassen sich aus den Ziffern 1 und 2 bilden?

Schreibe sie alle auf!
111 121 211 221

37/ _ o3 __
112 122 212 222 Ve=2'=8

Beispiel 24. Eine Urne enthals Kugeln verschiedener Farbe. Zieht man nacheinander

Kugen mit Zurticklegen, so erhélt man eine geordnete Stichprobe mit Zuriicklegen vom
Umfang 3. Wie viele Moglichkeiten gibt es?

Vs =5=125
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2 KOMBINATORIK 7. Klasse

2.5 Kombination ohne Wiederholung

(Ungeordnete Stichprobe ohne Zuriicklegen)

Wie viele k-elementige Teilmengen lassen sich aus einetementigen Menge bilden?

Definition 11. Ist M eine Menge vom Elementen, so heil3t jede Teilmenge Vover-
schiedenen Elementen aus M eine Kombination ohne Wiederholung Etementen
zur Klassek.

Anzabhl:

(Z) (Sprich: “n Gberk”) heil3t Binomialkoeffizient, weil solche Werte beim Potenzieren
von Binomen auftreten.

Beispiel 25. Schreibe alle Kombinationen ohne Wiederholung der Elementec zur
Klasse 2 auf und berechne ihre Anzahl.
ab ac bc 2K;=(})=5%=3

2 21-1!
Beispiel 26. Acht Spieler bestreiten ein Schachturnier. Wie viele Spielpaarungen sind

maoglich?
[, = (i) _ 8T 00 g

Beispiel 27.Eine Urne enthalf Kugeln verschiedener Farbe. Zieht man mit einem Griff
— also ohne Zurtcklegen 3-Kugeln, so erhélt man eine ungeordnete Stichprobe ohne
Zurucklegen vom Umfang 3. Wie viele Moglichkeiten gibt es?

7 7! 7-6-5
3}@:():3‘ = =7.-5=235

3 413
Beispiel 28 (S49, 17)52 Karten 18
19
(@ Ps=5=5-4-3-2-1=120 Arten 20

(b) Reihenfolge unbedeutend

= 2598960

52y 52l 520 52.51-50-49-48
5) 51(52—5)! 5!.471 5.4-3.2-1

2598960 verschiedene Blatter
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2 KOMBINATORIK 7. Klasse

Fur den Binomialkoeffizienten gibt es einige Regeln, die das Rechnen vereinfachen:

n N B n—+1
k k+1) \k+1
Beweise:
1.
|
n _ n :l—l
0 0! n! 1
ny n! 1
n) n-0 1
2.
ny n! _n_
1) " —n 1 "
n B n! _n_
n-1) (-nr-10 1 "
3.
ny n!
k) Kk (n—k)!
n B n! B n!
n—k) =k n-—n+k)! k' (n—k)
4.

n N n B n! n n! B
k k+1) Kl-(n—k)! (k+1)-(n—k-1)!

(n—k)
_nl-(k+1)+nl-(n—k) nl-(k+1+n—-k)
B (k+ 1! (n—k) (kD! (n—k)
~oonl-(n+1) (n+1)!
Ck+D(n—K)! (k+ D! (n— k)
n+1\ (n+1)! B (n+1)!
(k+1)_(k+1)!-(n+1—k—1)!_(k+1)!~(n—k)!
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2 KOMBINATORIK 7. Klasse

Beispiel 29. Ein Kreis wird durch 3 Punkte bestimmt, die nicht auf einer Geraden lie-
gen. Es liegen 100 Punkte in einer Ebene. Wie viele Kreise sind durch die 100 Punkte

bestimmt?
100\ 100!  100-99-98
3 /) 3l.971  3.2-1

= 161700
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2 KOMBINATORIK 7. Klasse

2.6 Vermischte Aufgaben

Um festzustellen, welches kombinatorisches Problem vorliegt, kann folgendes Schema
hilfreich sein:

In den gesuchten Reihenfolge der Elementg Reihenfolge der Elementg
Anordnungen von Bedeutung nicht von Bedeutung
kommen alle Elemente vor Permutationen —
kommen nicht alle Elemente var Variationen Kombinationen

Beispiel 30.Ein Sicherheitsschlof3 enthdlRinge. Auf jedem Ring sind die 26 Buchsta-
ben des Alphabets eingraviert. Wie viele Buchstabenanordnungen sind méglich?
Analyse des Problems: Jede Buchstabenanordnung besteht aus 3 Buchstaben.

(1) Es kommen also nicht alle Elemente vor.
(2) Die Reihenfolge der Buchstaben ist von Bedeutung.

(3) Da in den Buchstabenanordnungen auch gleiche Buchstaben auftreten kdnnen, han-
delt es sich um eine Variation mit Wiederholung.

n=206k=3
3V,6 = 263 = 17576
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2 KOMBINATORIK 7. Klasse

Beispiel 31.Berechne und gib an, ob es sich um eine Permutation mit/ohne Wiederho-
lung, Variation mit/Ohne Wiederholung oder um eine Kombination handelt.

(a) Wie viele ,Worter”, bestehend aus jeweils drei Buchstaben, lassen sich aus den Buch-
staben A und B bilden?

AAA BBA
AAB BAB 355 o3
ABA  ABB Vo=2"=8
BAA BBB
(b) Eine Schachtel enthélt 10 verschiedene Zuckerl. Wie viele Méglichkeiten gibt es drei
herauszunehmen?
10 10! 10-9-8
3Ky = = = =120
10 (3) 3.7 3.2 =

(c) Wie viele Sitzordnungen kdnnen Yasmina, Stassy, Teresa, Anna und Alex auf ihren
Platzen einnehmen?

(d) Wie viele sechsziffrige Zahlen lassen sich aus den Ziffern 1, 3, 3, 5, 5, 5 bilden?

1235 6! _6-5-4
CTAr2r3 T2
(e) Wie viele dreiziffrige Zahlen lassen sich aus den Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 bilden, wenn
jede nur ein Mal vorkommen darf?

I
[=

Wy = =5-4-3=60

(5-3)! =
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3 Wahrscheinlichkeitsrechnung

3.1 Einleitung
3.1.1 Fermat, Pascal und die Wahrscheinlichkeitstheorie

Auszug aus dem Buch “Fermats letzter Satz”:

Fermats Angewohnheit, ein Problem darzulegen, dessen Lésung jedoch fur sich zu be-
halten, brachte ihm nicht nur die Befriedigung, seine Kollegen &rgern zu kénnen, sondern
hatte auch praktische Beweggriinde. Erstens muf3te er seine Zeit nicht damit verschwen-
den, seine Methoden ganz auszuformulieren, und konnte sich ztigig an die nachste Erobe-
rung machen. Zudem muf3te er keine eifersiichtigen Makeleien Uber sich ergehen lassen.
War ein Beweis einmal vero6ffentlicht, wirden Hinz und Kunz, die auch nur ein wenig
vom Thema verstanden, die einzelnen Schritte Gberprifen und diskutieren. Auf das Drén-
gen Blaise Pascdiseinen Teil seiner Arbeiten zu verdéffentlichen, antwortete der Eremit:
“Was auch immer von meinem Werk man fur publikationswirdig erachtet, ich mdchte
meinen Namen nicht darunter sehen.” Fermat verkdrperte das verschwiegene Genie, das
den Ruhm opferte, um nicht von den kleinkarierten Fragen seiner Kollegen belastigt zu
werden.

Bei diesem Briefwechsel mit Pascal, dem einzigen neben Meréemitedem er seine

Ideen erdrterte, ging es um die Schopfung eines ganz neuen Zweigs der Mathematik -
der Wahrscheinlichkeitstheorie. Pascal fihrte den mathematischen Eremiten in das Gebiet
ein, weshalb Fermat sich trotz aller Rlickzugsneigungen verpflichtet flhlte, seine Ideen zu
diskutieren und den Dialog aufrechtzuerhalten. Gemeinsam entdeckten Fermat und Pascal
die ersten Beweise und untermauerten die Wahrscheinlichkeitstheorie, die ja naturgeman
mit Ungewil3heiten zu tun hat, mit einem Fundament aus Gewil3heiten. Pascals Interesse
an diesem Thema hatte ein Pariser Berufsspieler geweckt, Antoine Gombaud, Chevalier
de Meré, dem bei dem Glicksspi®ointsein Problem aufgefallen war. Es ging darum,
beim Wirfeln Punkte zu erzielen, und wer zuerst eine bestimmte Punktzahl erlangte, war
Gewinner und strich das Preis geld ein.

Gombaud war zusammen mit einem Kollegen mitten in einem solchen Spiel, als sie es
wegen einer dringenden Verabredung unterbrechen muf3ten. So ergab sich das Problem,
was sie mit dem Einsatz anfangen sollten. Die einfache L6sung wére gewesen, den gan2en
Betrag dem Spieler mit den meisten Punkten zu geben, doch Gombaud fragte Pascal, ob es
eine fairere Mdglichkeit gebe, das Geld aufzuteilen. Pascal stand also vor dem Problem,
die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, mit der jeder Teilnehmer das Spiel gewinnen wirde,
wenn es mit gleichen Chancen fur beide Teilnehmer fortgesetzt wirde. Der Einsatz konnte
dann entsprechend den berechneten Wahrscheinlichkeiten verteilt werden.

Schon vor dem siebzehnten Jahrhundert besal3en Berufsspieler aufgrund ihrer Erfahrung
eine intuitive Vorstellung von den Gesetzen der Wahrscheinlichkeit, doch Pascal eréffnete
seinen Briefwechsel mit Fermat mit dem Ziel, die mathematischen Regeln zu entdecken,
mit denen sich diese Gesetze genauer bestimmen lassen. Drei Jahrhunderte spéater be-
merkte Bertrand Russell zu diesem scheinbaren Widerspruch in sich selbst: “Wie kénnen
wir nur von den Gesetzen der Wahrscheinlichkeit sprechen? Ist Wahrscheinlichkeit nicht

!Blaise Pascal (1623-166B)tp://www.blaise-pascal.de/
2Marin Mersenne (1588-1648)
3Antoine Gombaud, Chevalier de Mere (1607-1684)
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3 WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG 7. Klasse

die Antithese zu jeglichem Gesetz?”

Die Franzosen gingen Gombauds Frage nach und erkannten bald, dal3 es sich um ein ver-
haltnismalig triviales Problem handelte, das geldst werden konnte, wenn man alle mogli-
chen Spielresultate und deren jeweilige Wahrscheinlichkeit genau bestimmte. Pascal und
Fermat konnten Gombauds Problem unabhangig voneinander I6sen. Dank der gemeinsa-
men Arbeit waren sie dabei recht schnell vorangekommen, und so nahmen sie sich vor,
schwierigere und anspruchsvollere Fragen der Wahrscheinlichkeit auszuloten.
Wahrscheinlichkeitsprobleme sind gelegentlich umstritten, weil die mathematische Ant-
wort, die wahre Antwort, haufig den intuitiven Schliissen widerspricht. Dal3 die Intuition
hier versagt, iberrascht uns, denn man sollte meinen, im Uberlebenskampf der Evolution
sei ein Gehirn entstanden, dem die Lésung solcher Fragen ganz nattrlich von der Hand
geht. Stellen wir uns einmal vor, wie sich unsere Vorfahren auf der Jagd an einen jun-
gen Hirsch heranschlichen und tUberlegten, ob sie nun angreifen sollten oder nicht. Wie
hoch ist das Risiko, dal3 ein ausgewachsener Zwdlfender in der Nahe darauf lauert, seinen
Nachwuchs zu verteidigen und den Angreifer zu verletzen? Wie stehen andererseits die
Chancen, daf3 sich bald eine bessere Gelegenheit bietet, ein Mahl aufzutreiben, wenn man
die Lage jetzt als zu riskant einschétzt? Ein Talent dafir, Wahrscheinlichkeiten abzuschéat-
zen, sollte zu unserer genetischen Ausstattung gehoren, und doch fuhrt uns die Intuition
haufig in die Irre.

Eines der am starksten unserer Intuition widersprechenden Wahrscheinlichkeitsprobleme
ist das der gemeinsamen Geburtstage. Nehmen wir ein Fu3ballfeld mit 23 Personen, den
Spielern und dem Schiedsrichter. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 zwei von ihnen
am gleichen Tag Geburtstag haben? Bei 23 Personen und 365 moglichen Geburtstagen ist
es auf den ersten Blick unwahrscheinlich, dal3 zwei Geburtstage zusammenfallen. Die
meisten werden bei dieser Frage vielleicbt auf héchstens 10 Prozent Wahrscheinlichkeit
tippen. Tatsachlich liegt sie bei iber 50 Prozent - das heil3t, wenn es nach der Wahrschein-
lichkeitsrechnung geht, stehen die Chancen eher daflr als dagegen, dal3 zwei Personen in
diesem Beispiel am gleichen Tag Geburtstag haben.

Dieser hohen Wahrscheinlichkeit liegt der Umstand zugrunde, dal3 es hier weniger um
die Zahl der Personen geht als um die Zahl der Paarungsmdoglichkeiten. Wenn wir nach
gemeinsamen Geburtstagen suchen, missen wir Paare und nicht Einzelpersonen ins Au-
ge fassen. Zwar befinden sich 23 Menschen auf dem Feld, doch gibt es 253 mdégliche
Paare. So kann der erste mit jedem der 22 anderen ein Paar bilden, was schon einmal 22
Paarungen ergibt. Dann kann der zweite mit jeder der verbleibenden 21 Personen zusam-
mengestellt werden (das Paar, das die erste mit der zweiten Person bildet, haben wir schon
gezahlt, so dal3 die Zahl der moglichen Paarungen jetzt um eins kleiner ist), wir erhalten
also 21 weitere Paare. Schlie3lich kann der dritte mit den verbleibenden 20 Personen
zusammengehen, und so weiter, bis wir insgesamt 253 Paare erhalten.

Die Behauptung, es sei zu mehr als 50 Prozent wahrscheinlich, daf bei einer Gruppe
von 23 Menschen zwei am gleichen Tag Geburtstag haben, widerstreitet unserer Intuition
und ist doch mathematisch unwiderlegbar. Auf derlei sonderbare Wahrscheinlichkeiten
stuitzen sich Buchmacher und Spieler, um den Arglosen Geld aus der Tasche zu ziehen.
Wenn Sie das nachste Mal auf einer Party mit mehr als 23 Gésten sind, konnten Sie die
Wette riskieren, dal3 zwei der Anwesenden am selben Tag Geburtstag haben. Beachten
Sie, dal3 bei einer Gruppe von 23 Leuten die Wahrscheinlichkeit nur wenig mehr als 50
Prozent betragt, jedoch rasch ansteigt, wenn die Zahl der Anwesenden wachst. Bei einer
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Party mit 30 Gasten lohnt es sich daher immer zu wetten, daf3 zwei von ihnen am selben
Tag Geburtstag haben.

Fermat und Pascal deckten die Gesetzmaliigkeiten auf, die in allen Glicksspielen zum
Tragen kommen und die sich Spieler fur ausgekligelte Spiel- und Wettstrategien zunut-
ze machen kdnnen. Diese Wahrscheinlichkeitsgesetze finden auch in einer ganzen Rei-
he anderer Bereiche Anwendung, von der Borsenspekulation bis zur Berechnung der
Wahrscheinlichkeit eines atomaren Unfalls. Pascal war sogar davon tberzeugt, mit sei-
nen Theorien den Glauben an Gott rechtfertigen zu kénnen. So behauptete er, die Begei-
sterung eines Spielers, der eine Wette eingeht, sei gleich dem Betrag, den er gewinnen
konnte, mal der Wahrscheinlichkeit des Gewinns. Der mogliche Gewinn ewiger Glick-
seligkeit, so Pascal weiter, habe unendlichen Wert, und die Wahrscheinlichkeit, durch tu-
gendhaftes Leben in den Himmel zu kommen, sei, wie gering auch immer, auf jeden Fall
endlich grof3. Deshalb ist die Religion, Pascals Definition zufolge, ein Spiel mit unendlich
grol3er Begeisterung, das den Einsatz wert ist, denn die Multiplikation eines unendlichen
Gewinns mit einer endlichen Wahrscheinlichkeit ergibt einen unendlichen Wert.

3.1.2 Das Triell

Ein Triell* ist im wesentlichen ein Duell mit drei statt zwei Beteiligten. Eines Morgens
beschlieRen Herr Schwarz, Herr Grau und Herr Weil3, einen Strei durch ein Pistolenduell
zu beenden, bei dem am Ende nur einer Uberleben wird. Herr Schwarz ist der schlechteste
Schiitze, denn er trifft sein Ziel durchschnittlich nur einmal in drei Versuchen. Herr Grau
schiel3t schon besser, bei drei Versuchen trifft er zweimal. Herr Weil3 ist der beste Schitze,
er trifft immer. Um das Triell fairer zu gestalten, darf Herr Schwarz als erster schiel3en,
danach Herr Grau (wenn er noch lebt), dann Herr Weil3 (wenn er noch lebt). Schlie3lich
beginnt das Ganze von vorne, bis nur noch einer von ihnen am Leben ist. Die Frage lautet
nun: “Wo sollte Herr Schwarz beim erstenmal hinzielen?” Maan kann sich hier auf die
Intuition verlassen, besser jedoch auf die Spieltheorie.

Sehen wir uns die Optionen von Herrn Schwarz an. Herr Schwarz kdnnte zunachst auf
Herrn Grau zielen. Wenn er erfolgreich ist, wird der nachste Schufd von Herrn Weif3 abge-
feuert. Weil3 hat nur noch einen Gegner, Schwarz, und da Weil3 ein perfekter Schitze ist,
wird Schwarz ein toter Mann sein. Eine bessere Option fir Schwarz ist, zunachst auf Weifl3
zu zielen. Wenn er ihn trifft, wird Grau den nachsten Schul3 auf Schwarz abfeuern. Grau
trifft sein Ziel nur in zwei von drei Fallen, und daher gibt es die Chance, dal3 Schwarz
Uberlebt, auf Grau schief3t und das Triell vielleicht gewinnt. Dem Anschein nach ist es
die zweite Strategie, die sich Schwarz zueigen machen sollte. Allerdings gibt es eine drit-
te und noch bessere Option. Schwarz kdnnte in die Luft schiel3en. Grau hat den nachsten
Schuf3, und er wird auf Weil3 zielen, denn dieser ist der geféhrlichere Gegner. Wenn Weil3
Uberlebt, wird er auf Grau zielen, weil er der gefahrlichere Gegner ist. Indem Schwarz in
die Luft schiel3t, ermoglicht er es Grau, Weil3 auszuschalten oder umgekehrt. Dies ist die
beste Strategie fur Schwarz. Grau oder Weil3 wird sterben, und dann wird Schwarz auf
den Uberlebenden anlegen. Schwarz hat die Situation so verandert, daR er nun nicht den
ersten Schul3 in einem Triell, sondern den ersten Schuf3 in einem Duell hat.

4Ebenfalls aus dem Buch “Fermats letzter Satz”
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3.2 Grundbegriffe der Ereignisalgebra

Die Wahrscheinlichkeit kann man als Bruch oder als Prozentzahl angeben:

0% 50% 100% Prozent
0 3 1 Bruch
unmagliches sicheres

Ereignis Ereignis

Welches Ergebnis bei einem konkreten Versuch an einem konkreten Zufallsgeréat (Wur-
fel, Roulette,...) eintritt, kann man nicht mit Sicherheit sagen — dies hangt vom Zufall ab.
Was man mit Sicherheit beschreiben kann, ist die sogen&rgebnismenge(oder Er-
gebnisraum){Q) des Experiments, d.h. die Menge aller bei diesem Experiment moglichen
Versuchsergebnisse.

Beispiel 32. Verschiedene Ergebnismengen:
Minzwurf:Q = {K, Z}
Wairfeln: 2 = {1,2,3,4,5,6}
Geschlecht2 = {M, W}
GeburtsgroRe? = [40; 60]

Beim Betrachten von Zufallsexperimenten interessiert man sich dafur, ob ein bestimmtes
Ereignis eintritt. Ein Ereignis ist also eine Teilmenge der Ergebnismenge.

Beispiel 33. Wir wirfeln: Q = {1,2,3,4,5,6}

E, = gerade Zahl wurfeln 42, 4,6}
E, = eine Zahl> 4 wiirfeln ={5,6}
E; = die Zahl 6 wirfeln ={6}

E4 = eine Zahl> 7 wirfeln ={}

Es = eine Zahl< 7 wirfeln ={1,2,3,4,5,6} = Q

Die Ereignisse sind Teilmengen der Ergebnismengg, ist einunmaogliches Ereignis
Die Wahrscheinlichkeit fur dieses Ereignis ist Null:

P(E;) =0

(Anm.: Der Buchstabé> kommt vom englischen Wort “Probability” und heil3t Ubersetzt
“Wahrscheinlichkeit”.)
E5 ist dassichere Ereignis

P(E5) =1 oder100%

Wenn(2 n Elemente besitzt, dann gibt 2% Teilmengen (ode2™ Ereignisse).
Vom EreignisE; “eine gerade Zahl wurfeln” hei3t d&egenereignisk; (nicht £,) “eine
ungerade Zahl wirfeln”.
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E, ={2,4,6}
E; ={1,3,5} = Q\E,
E,UE, =Q
P(E'Y)=1-P(E)
Nach den moglichen Ausgangen eines Experiments unterscheidet man:

Bernoulli-Experiment: Es sind nurzwei Ergebnisse mdglich. Z.B. beim Werfen einer
Minze: Q) = {K; Z}
Auch das Werfen eines Reil3nagels ist ein Bernoulli-Experiment mit den Ausgan-
gen Spitze oben bzw. Spitze unten (schréag). Zunachst konnte man annehmen, dass
beide Ausgange gleich wahrscheinlich sind, doch zeigt die statistische Auswertung
einer groReren Versuchsreihe, dass auf jeweils 100 Wirfe 73 mal “Spitze unten” als
Ergebnis und nur 27 mal “Spitze oben” als Ergebnis kommt.

Laplace-Experiment: Bei einem Laplace-Experiment missen alle moglichen Ergebnis-
segleich wahrscheinlichsein, wobei es auf die Anzahl der moglichen Ausgange
nicht ankommt.

Das zugehoérige Zufallsgerat heil3t Laplace-Gerat.

Wenn mann Ausgange des Experiments annimmt € N\{1}) und jeder Aus-
gang gleich wahrscheinlich sein muss, so ergibt sich fur die Wahrscheinlichkeit des
Eintretens jedes einzelnen Ereignis%es
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Experiment: Vorgang, der unter wohldefinierten Anfangsbedingungen beliebig oft wie-
derholbar ist.
Beispiel: Werfen einer Miinze, Werfen eines Wiirfels, Ziehen einer Karte aus einem
Kartenspiel, Ziehen einer Kugel aus einer Urne.

Ergebnis: Jeder Ausgang eines Experiments.
Beispiel: Beim Werfen einer Miinze kann Zahl oder Wappen erscheinen. Beim Wer-
fen eines Wirfels kdnnen die Augenzahlen 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 erscheinen.

Ergebnismengef): Gesamtheit aller moglichen interessierenden Ergebnisse eines Expe-
riments.
Beispiel: Werfen eines Wirfelf2 = {1,2,3,4,5,6}; Werfen zweier Minzen:
QN={ZZ,ZWWZ WW}

Ereignis E: Jede Teilmenge der Ergebnismenge.
Beispiel: Beim Werfen zweier Miinzen sollen verschiedene Seiten der Miinzen ge-
worfen werdenE = {ZW, W Z}

Elementarereignis: Jede einelementige Teilmenge der Ergebnismenge.
Beispiel: Beim Werfen eines Wiirfels siid = {1}, £y = {2}, E5 = {3}, By =
{4}, E5 = {5}, Es = {6}, die Elementarereignisse.

Sicheres Ereignis: Es tritt immer ein:E = Q.
Beispiel: Beim Werfen eines Wiirfels wird sicher eine Ziffer < 7 erscheinen.

Unmdgliches Ereignis: Es tritt nie ein:£ = {}.
Beispiel: Beim Werfen eines Wirfels die Augenzahl 7 zu werfen ist unmagglich.

Gegenereignis E’: Ereignisse, welche in bezug auf die Ergebnismengemplementar
sind, heiRen Gegenereignisse.

E =O0\E,ENE =QEUE ={}

Beispiel: Beim Werfen zweier Miinzen zwei gleiche Seiten zu weren ist das Ge-
genereignis dazu, dass verschiedene Seiten geworfen werden{ZZ W'},
E ={ZW,WZ}

Wahrscheinlichkeitsrechnung 26 http://mone.denninger.at



3 WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG 7. Klasse

3.3 Begriff der Wahrscheinlichkeit

Was ist Wahrscheinlichkeit? Ein Mal} fur die Erwartung bei einer ,zuféalligen* Aus-
wabhl ein Element einer gewissen Teilmenge zu erhalten nennt man Wahrscheinlichkeit.

Definition 12 (Statistische Wahrscheinlichkeit:).Die relative Haufigkeit (siehe Seite
5) r(E) eines Ereignisses E ist ein Naherungswert fur die Wahrscheinlichkeits P(E).

Dieser Naherungswert ist umso zuverlassiger, je grol3er der Umfang der Stichprobe
ist.

Beispiel 34. Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, mit einem Wiurfel einen “Zweier” zu

wurfeln?
Wenn wir davon ausgehen, dass es sich um einen “fairen” Wurfel handelt, gibt es 6 M6g-
lichkeiten, die alle gleich wahrscheinlich sind.

Anm.: Die relative Haufigkeit lasst sich aus einer tatsachlich durchgefiihrten Stichprobe
ermitteln, wahrend die Wahrscheinlichkeit eine Voraussage auf eine noch durchzufiihren-
de Stichprobe macht.

Definition 13 (LAPLACEsche Wahrscheinlichkeitsregel:). Lasst sich die Ergebnis-
mengef? in m Elementarereignisse zerlegen, die alle gleichwahrscheinlichk sind, so
ist die Wahrscheinlichkeit P(E) fur das Eintreten des Ereignisses E gegeben duych:

_Anzahl aller Ergebnisse, bei denen das Ereignis E eintrit|
B Anzahl aller méglichen Ergebnisse 9

P(E)

Beispiel 35. Berechne die Wahrscheinlichkeit daftr, dass beim Werfen eines ,idealen*
Wourfels die Augenzahl gerade ist.

Q={1,2,3,4,5,6}

E =1{2,4,6}

23

Beispiel 36 (S52,22ab).
25

Beispiel 37 (S53,24).
Beispiel 38 (S53,26).

Wahrscheinlichkeitsrechnung 27 http://mone.denninger.at



3 WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG 7. Klasse

Definition 14 (Axiomatische W.definition von KOLMOGOROFF). Unter Wahr-
scheinlichkeit verstehen wir eine Funktidh, welche (moglichst) jeder Teilmenge
A C Q (d.h. jedem Ereignis, das als Menge betrachtet wird) eine reelle Za)
zuordnet.

Die Funktion soll folgende Eigenschaften haben:

(1) 0< P(A) <1
) P(Q) =1

(A) + P(B) und

(3) P(ANB) <P
= P(A) + P(B), wennAU B = {}

P(AN B)
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3.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition 15. Es seiend und B zwei Ereignisse aus einer Ergebnismefige
Unter der bedingten Wahrscheinlichkéit A| B) versteht man die Wahrscheinlichkeit

fur das Eintreffen vomd unter der Voraussetzung (unter der Bedingung), [wenn/man
weil3], dass das Ereignis eingetroffen ist.

Beispiel 39.Bei der Volkszahlung im Jahre 1981 erhielt man fiir die Anzahl der Osterrei-
cher unter 20 Jahren und Uber 20 Jahren folgende Ergebnisse:

| | Unter 20 J.] Uber 20 J.| Insgesamt

Frauen 1057605 | 2917517 | 3975122
Manner 1107788 | 2472428 | 3580216

[Insgesam{ 2165393 | 5389945 | 7555338

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig ausgewahlte Person (a) weiblich
ist? (b) unter 20 Jahren ist? (c) unter 20 Jahre und weiblich ist? (d) Uber 20 Jahre ist oder
mannlich? (e) die unter 20 Jahre alt ist, weiblich ist? (f) die Gber 20 Jahre alt ist, weiblich
Ist?

A ...Ereignis ,weiblich zu sein®
B ...Ereignis ,unter 20 Jahre zu sein*

(a) P(A) = 2012 ~ 52 6% (d)1-P(ANB)~1-0,14 = 86%
(b) P (B) = 285893 ~ 98, 7% () P(A|B) = 1057605 , 48, 84%
(€) P(ANB) = 1805 ~ 14% (f) P(A|-B) = 2.5 ~ 54,13%

Versuche mit eigenen Worten auszudricken, was in den Aufgaben (e) bzw. (f) berechnet
wurde und gib an, was allgemein mit der Schreibwei¥el|B) gemeint ist. (Es wird

nicht die relative Haufigkeit an der Gesamtheit, sondern an einem Teil der Gesamtheit,
bei dem schon ein gewisses Ereignis eingetreten ist, berechnet. Mit der Schreibweise ist
gemeint: Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass B eintritt, wenn A bereits eingetreten
ist ... bedingte Wahrscheinlichkeit)

Veranschaulichung durch ein Mengendiagramm:
AN B ...Frauen unter 20

AN-B...Frauen tber 20
B -B B\ A ...Manner unter 20
—B\A ...Manner uber 20
P(AN B) ...Prozentsatz vorl N B bezogen
auf(2
P(A|B) ...Prozentsatz voA N B bezogen auf
~a B =

P(ANB)

P(AIB) = ~ 5y
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Anhand des gegebenen Beispiels lasst sich dies auch nachvollziehen:

P(ANB) 12080 1057605

P(B) 2689 2165393

P (A|B)

Es erscheint also folgende Definition als sinnvoll:

Definition 16. Die reelle Zahl

P(ANB)

P(AIB) = 5

heil3t bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Hypothese B.
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Beispiel 40. In einer Stichprobe von 10000 Personen hat man unter anderem auch die
Merkmale Augenfarbe und Geschlecht erhoben. Besteht zwischen den beiden ein Zusam-
menhang?

Geschlecht
Augenfarbe|| mannlich| weiblich | >~
blau| 1425 1075 || 2500
anders| 4275 3225 7500

| > | 5700 | 4300 [ 10000|

Hier konnen die relativen Haufigkeiten leicht als Wahrscheinlichkeiten gedeutet werden:

Die “absolute” Wahrscheinlichkeit . P(blauaugig = 2% = 0.25,

das ist der Anteil der Blauaugigen n (£2 besteht aus 10000 Probanden.)
Die bedingte Wahrscheinlichkeit .P(blauaugigweiblich) = 13 = 0.25,

das ist der Anteil der Blauaugigen unter den Frauen.
Offenbar gilt:

Anteil der Blauaugigen insgesamt = Anteil der Blaudugigen unter den Frauen.

Hier wird man also sagen, dass die Ereignisse “blaudugig zu sein” und “weiblich zu sein”
unabhangig sind.

Ware z.B.P(blaudugigweiblich) sehr viel groRer al®(blaudugig, so wirde man wohl
vermuten, dass die Eigenschaft “weiblich” die Eigenschaft “baludugig” begunstigt, dass
also zwischen diesen Eigenschaften eine Abhangigkeit besteht.

Es ist daher zweckmal3ig zu definieren:

Definition 17. Ein Ereignis A heif3t unabhangig von einem Ereignis B, wenn gilt:

D.h. die Aussage, dass Ereigmishzw. B schon eingetreten ist, &ndert nichts!
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3.4.1 Folgerungen aus der Definition

Im Volkszahlungsbeispiel war A das Ereignis ,weiblich zu sein“ und B das Ereignis ,un-
ter 20 Jahre zu sein“. Weiters w&(A|B) = 48,84% und P (B) = 28,7%. Wie lieRRe
sich daraus die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass eine zufallig gewahlte Person unter

20 Jahre und weiblich ist? _
Aus dem Mengendiagramm erkennt, man:

P(AN B)...Prozentsatz vod N B bezogen auf?
P(A|B) ...Prozentsatz voA N B bezogen auf B

|AN B

g - P(AIB) =

P(B) ...Prozentsatz von B bezogen &uf

LB

= |B|

P(A|B) bezogen auf? ist somit das%fache des
Anteilsvon BinQ? =

Satz 18 (Multiplikationssatz). (,sowohl als auch“-Ereignisse)

P(ANB) =P (A|B)-P(B)

Bemerkungen:

e Den Multiplikationssatz erhalt man auch durch formale Umformung aus der Defi-
nition der bedingten Wahrscheinlichkeit.

e Sind A und B unabhéngige Ereignisse gilt bekanntlitfl| B) = P(A) und somit
P(ANnB) = P(A)- P(B).
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Beispiel 41. Eine Werbeagentur wird mit der Einfihrung eines neuen Produktes beauf-
tragt. Sie entwirft ein Werbekonzept (erarbeitet Zielgruppen, Art der einzusetzenden Mit-
tel wie Werbespots etc.). Die Firmenleitung lasst die Arbeit der Agentur nach einem Jahr
von einem Meinungsforschungsinstitut Gberprifen. Dessen Erhebungen sind in der fol-
genden Tabelle dargestellt. Dabei bedeutet

A ...Personen wurden von der Werbung erreicht (Werbespot gesehen, Prospekt erhalten,
etc.)

B ... Personen kaufen das anzupreisende Produkt

A -A
B | 6% | 14%
-B | 24% | 56%

Ist es sinnvoll, weiter in diese Werbekampagne zu investieren?

Kann man zeigen, dass die beiden Ereignisse A und B voneinander unabhéngig sind, wirkt
sich die Werbung auf das Konsumverhalten der Konsumenten offenbar nicht aus und ist
damit wertlos.

P(A) =
P(B) =
P(ANB) = 0 06
= P(ANB) = P(A)- P(B)

= A und B sind stochastisch unabh&ngig
= der Agentur wird der Auftrag entzogen.

DaP(ANB) = P(BNA) dgilt, folgt weiters der

Satz 19 (Einfaches BAYESsches Theorem).

e,

P(B|A) = P(A[B) - %

e

Dieser Satzes dient der formalen Umkehr der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Wie das fol-
gende Beispiel zeigt, lasst sich damit von der ,Wirkung“ auf die ,,Ursache* schliel3en.
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Beispiel 42. Die Multiple Sklerose (MS), eine schreckliche Krankheit, ist nicht heilbar.
Die einzige Chance der Medizin besteht darin, ihren Verlauf méglichst zu hemmen, zu
verlangsamen. Daher ist es notwendig, sie schon in einem maglichst frihen Stadium zu
erkennen, um Gegenmalinahmen treffen zu kénnen. Eines ihrer ersten Symptome scheint
eine Sehnerventzindung (SN) zu sein. Das Problem lautet nun: Soll ein an SN Erkrankter
gegen MS behandelt werden (eine solche Behandlung kann auch unerwtinschte Neben-
wirkungen zeigen), oder verlasst sich der behandelnde Arzt besser darauf, dass diese SN
nicht das ersten Symptom einer MS ist, sondern eigene Ursachen hat (Erkéltung, Stress,
etc.)? Aus einer Gesundheitsstatistik ergaben sich folgende (hier angenommene) Werte:
P(MS) = 0.12 Wahrscheinlichkeit an MS zu erkranken.
(Stadium in dem MS mit Sicherheit diagnostiziert
werden kann)
P(SN) = 0.07 Wahrscheinlichkeit, an SN zu erkranken.
P(SN|MS) = 0.55 bedingte Wahrscheinlichkeit, dass ein an
MS Erkrankter frher SN hatte.

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein SN Erkrankter auch an MS erkranken wird:

P(MS)  0.55-0.12
P(SN) — 0.07

P(MS|SN) = P (SN|MS) - —0.94 = 94%
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3.4.2 Summen von Wahrscheinlichkeiten

Beispiel 43. Jemand gewinnt eine Wette, wenn er mit einem Wurfel eine gerade Zahl
oder eine Zahp 4 wirfelt.

P(Wette gewonnen= P(gerade Zahl+ P(Zahl>4) =0.54+0.5=1

Kann das stimmen? Wenn nein, warum nicht? Wie lautet die richtige Gewinnwahrschein-
lichkeit?

Da die Ereignissé2,4, 5,6} die glnstigen Ereignisse darstellen erhalt man die korrekte
Gewinnwahrscheinlichkeit durch:

: 4 :
P (Gewinn = i 0.6 = 66.67%

In der falschen Rechnung wurden die Ereignisse 4 und 6 doppelt gezahlt. Eine entspre-
chende Formel fur die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis A oder B eintritt wéare somit

P(AUuB)=P(A)+P(B)—-P(ANB)
Bemerkung: Konnen A und B nicht gleichzeitig auftreten (also A und B sind unvereinbar),

git P(AUB) =P (A)+ P(B)
ACHTUNG: unvereinbag unabhéngig!
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3.4.3 Die ,volle* BAYESsche Formel

Beispiel 44.Ein Zollhund, der auf Rauschgift abgerichtet ist, soll jedes mal bellen, wenn
er Rauschgift riecht. Wird er bei der Zollkontrolle eines Reisenden eingesetzt, so weil3
man, dass er mit 95%-iger Sicherheit bellt, falls dieser Rauschgift mit sich fuhrt. Aller-
dings bellt er erfahrungsgeman auch in 5% der Félle, in denen kein Rauschgift geschmug-
gelt wird. Schlief3lich ist noch bekannt, dass etwa einer von 1000 Reisenden Rauschgift
bei sich hat. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Kontrolle eines Reisenden
der Hund bellt?

A ...Ereignis ,Hund bellt*
B ...Ereignis ,Reisender schmuggelt*

P(B) = 0.001
P(A|B) = 0.95
P(A|-B) = 0.05

A=(ANB)U(AN-B)
= P(A)=P(ANB)+ P(AN-B),

da die beiden Ereignisse einander ausschliefen.

Satz 20 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit).

P(A) = P(A|B) - P(B) + P(A|~B) - P(~B)

Fur unser Beispiel heil3t das:
P(A) =0.95-0.001 4 0.05- (1 — 0.001) = 0.0509 = 5.09%

Zusatzfrage: Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Reisender, bei dessen Kontrolle
der Hund bellt, tatséchlich Rauschgift schmuggelt?

Gesuchtist?(B|A). Verwendet man die einfache BAYESsche Formel
P(A|B) - P(B)
P(A)
und den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit, so erhalt man die sogenannte

P(B|A) =

Satz 21 (Volle BAYESsche Formel).

P(A|B) - P(B)
(A[B) - P(B) + P(A|-B) - P(—B)

P(BJA) =

Daraus folgt fuir unser Beispiel:
0.95 - 0.001

Wahrscheinlichkeitsrechnung 36 http://mone.denninger.at



3 WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG 7. Klasse

Beispiel 45.Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass aus allen Schilern einer Schule, einer
ausgewahlt wird, der in die 7B geht.

7B

P(TB) = g

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass es ein Schuler aus der 7B ist, wenn ein Madchen
gewahlt wird.

|7TB N M|

P(7TB|M) = o

bedingte Wahrscheinlichkeit
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Beispiel 46 (Szirusek Bsp.624)Ein Verein hat 240 Mitglieder. Eine Befragung ergab
die folgende Tabelle:

| | Frauen| Méanner]| |
treiben Sport 35 82 117
treiben keinen Sport 64 59 123
| | 99 | 141 [ 240]

Ein Mitglied wird zufallig ausgewahlt. Wir bezeichnen das Ereignis “Sportler gewahit”

mit S. Dann gilt:
P(S) = 2T ug.75%
240
Die Wahrscheinlichkeite, einen Sportler auszuwahlen, betragt 49%.
Wie grof} ist nun die Wahrscheinlichkeit fur dieses Ereignis, wenn man schon weil3, dass

der Ausgewahlte ein Mann ist? Fur diese Wahrscheinlichkeit gilt offenbar:

82

P(S|M) = VTR 58.16%
weil 82 der 141 Manner Sport betreiben. Der Wert der Wahrscheinlichkeit hat sich auf-
grund der Zusatzinformation “Mann” geéndert. Es liegt hier &iedingte Wahrschein-
lichkeit vor, die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses S unter der Bedingung des Ereignis-
ses M (“Mann”); anders ausgedrtickt: die Wahrscheinlichkeit von S, wenn man weil3, dass
M eingetreten ist.
Wir bestimmenP (S| F'); dabei bedeutet F das Ereignis “Frau”:

P(S|F) = Z—S ~ 35.35%

Wemm man weil3, dass eine Frau ausgewahlt wurde, dann betragt die Wahrscheinlichkeit
fur S nur 35%.

Umgekehrt kann man auch nach der WahrscheinlichReit|S) fragen, d.h. nach der
Wahrscheinlichkeit eine Frau zu wéhlen, wenn man weil3, dass ein Sportler gewahlt wur-

de: 95
P(F = — = )
(F|S) 117 30%

(Es sind 30% der Sportler eben Frauen.)
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Beispiel 47.1n einem Studentenheim wohnen 100 Studentinnen. Wir betrachten hier die
Heimbewohnerinnen bezuglich der Merkmale Haarfarbe und Punktlichkeit bei Verabre-
dungen und stellen folgende Haufigkeitsverteilung fest:

P...punktlich
[ [BISIR] > ] U...unpunktlich
P35 5107 40 B...blond oder briinett

U|40|15| 5| 60 ,
S [75]/20] 5 100] S...schwar_zhaarlg
R...rothaarig

(a) Wie grol3ist die Wahrscheinlichkeit fir die Ereignigses, R, P undU bei zufalliger
Auswahl einer Heimbewohnerin?

(b) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit fur die Ereignidsey B, PN.S, PN R, U N B,
UNnSundU N R?

(c) Wie grol3 ist die bedingte Wahrscheinlichkeit daftir, dass
(1) ein Madchen blond ist, wenn man weif3, dass es punktlich ist;

(bezogen auf die Punktlichkeit);

(2) es punktlich ist, wenn man weif3, dass es blond oder briinett ist;
(bezogen also auf die Blonden und Brinetten);

(3) ein Madchen unpunktlich ist, wenn es schwarzhaarig ist;
(bezogen auf die Schwarzhaarigen)

(4) ein Madchen punktlich ist, wenn man weil3, dass es nicht rothaarig ist;
(bezogen auf die Nicht-Rothaarigen)?

Beispiel 48. Es wird gewdurfelt. Berechne:

1. P(Es kommt 6 | Es kommt eine gerade Zahl)
2. P(Es kommt eine gerade Zahl | Es kommt 6)
3. P(Es kommt 6 | Es kommt eine ungerade Zahl)

4. P(Es kommt eine Zahl < 4 | Es kommt eine gerade Zahl)

Beispiel 49.In einem Gefangnis befinden sich Insassen gemal der untenstehenden Ta-
belle. Ein Insasse wird zuféllig ausgewahlt und begnadigt.

Insasse beging Insasse beging
leichtes schweres Gesamt
Vergehen Vergehen
L) S
Mannlich (M) 82 113 195
Weiblich (W) 47 26 73
] > H 129 \ 139 H 268 \

(a) Berechne?(L), P(S), P(S|M), P(S|W)!
(b) Begunstigt das Ereigni®/ das EreignisS?
(c) Begunstigt das Ereignid” das Ereignid.?
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Beispiel 47.1n einem Studentenheim wohnen 100 Studentinnen. Wir betrachten hier die
Heimbewohnerinnen bezuglich der Merkmale Haarfarbe und Punktlichkeit bei Verabre-
dungen und stellen folgende Haufigkeitsverteilung fest:

C[BIS[R[x] [-pimdicn
Junpu |
S 28 155 g 28 B...blond oder briinett

S...schwarzhaarig
’ 2 H 75‘ 20‘ 5 H 100‘ R...rothaarig

(a) Wie grol3istdie Wahrscheinlichkeit fur die Ereignigses, R, P undU bei zufalliger
Auswahl einer Heimbewohnerin?

(b) Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit fur die Ereignid3ey B, PN .S, PN R, U N B,
UNSundU N R?

(c) Wie grol3 ist die bedingte Wahrscheinlichkeit daftir, dass
(1) ein Madchen blond ist, wenn man weif3, dass es punktlich ist;
(bezogen auf die Punktlichkeit);

(2) es punktlich ist, wenn man weif3, dass es blond oder briinett ist;
(bezogen also auf die Blonden und Brinetten);

(3) ein Madchen unpunktlich ist, wenn es schwarzhaarig ist;
(bezogen auf die Schwarzhaarigen)

(4) ein Madchen punktlich ist, wenn man weil3, dass es nicht rothaarig ist;
(bezogen auf die Nicht-Rothaarigen)?

LOSUNG:

() P(B) = 0.75, P(S)

(B
P(P) = 0.40, P(U)
(

20, P(R) = 0.05,

0
0.60

(b) P(PNB) =0.35 P(PNS) =0.05 P(PNR) =0,
B) =

P
P(UNB) =0.40, P(UNS) =0.15, P(UNR) = 0.05
(B|P) = % = 0.875
(2) P(P|B) = £ ~ 0.467
(U]S) = & = 0.75
(P|-R) = % ~ 0.421
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Beispiel 48. Es wird gewtirfelt. Berechne:

1. P(Es kommt 6 | Es kommt eine gerade Zahl)

2. P(Es kommt eine gerade Zahl | Es kommt 6)

3. P(Es kommt 6 | Es kommt eine ungerade Zahl)

4. P(Es kommt eine Zahl < 4 | Es kommt eine gerade Zahl)
LOSUNG:|Q| =6

1. P(Es kommt 6 | Es kommt eine gerade Zah§) = 33.33%

2. P(Es kommt eine gerade Zahl | Es kommt &) = 100%

3. P(Es kommt 6 | Es kommt eine ungerade Zahlys

4. P(Es kommt eine Zahl < 4 | Es kommt eine gerade Zalél)—;33.33%
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Beispiel 49. In einem Gefangnis befinden sich Insassen gemal der untenstehenden Ta-
belle. Ein Insasse wird zuféllig ausgewahlt und begnadigt.

Insasse beging Insasse beging
leichtes schweres | Gesamt
Vergehen Vergehen
(L) (S)
Ménnlich (M) 82 113 195
Weiblich (W) a7 26 73
]}: \\ 129 \ 139 H 268 \

(a) Berechne”(L), P(S), P(S|M), P(S|W)!
(b) Begunstigt das Ereigni&/ das EreignisS?

(c) Begunstigt das Ereigni$” das Ereignid.?

LOSUNG:

(@) P(L) = 122 ~ 48.13%,
P(S) = 19 ~ 51.87%,
P(S|M) = 12 ~ 57.95%,
P(S|W) = 2 ~ 35.62%

(b) ja

(c) P(LIW) = £ ~ 64.38% = jal
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3.5 Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
3.5.1 Die Additionsregel

Definition 22. Fiur die Wahrscheinlichkeit, dass ,das Ereigdi®intritt oder das Er
eignis B eintritt”, gilt die Additionsregel:

P(AoderB) = P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)

Wenn A und B einander ausschlief3en, dann gilt wegen B = {}:
P(AoderB) = P(AUB) = P(A)+ P(B)
Die Additionsregel wird oft auch unbewul3t angewendet.

Beispiel 50. In einer Urne befinden sich 5 weil3e und 7 rote Kugeln. Wie grol3 ist die
Wahrscheinlichkeit entweder 2 weil3e Kugeln oder 2 rote Kugeln zu ziehen, wenn 2 Ku-
geln gleichzeitig (also mit einem Griff) gezogen werden?

5) 7 31
P =P = — 4+ — = — =~ 46.
(WW oderRR) (WW NRR) = 33 + % = 66 6.97%
Beispiel 51.Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit mit zwei Wirfeln entweder einen Pasch

(= gleiche Augenzahl) oder die Augensumme 10 zu werfen?

A. PaschB .Augenzahll0
P(4)= & =1
P(B) = 5 = 3

P(AU ) (Zwei 5er sind sowohl ein Pasch, als auch Augensumme 10!)

P(AoderB) = P(ANB) = é + L1 ~ 22.22%

12 36

Nl )
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3.5.2 Die Multiplikationsregel

Definition 23. Fur die Wahrscheinlichkeit, dass sowohl das Ereighials auch da
EreignisB eintritt, gilt die Multiplikationsregel:

[2)

P(AundB) = P(AN B) = P(A) - P(B|A)

Beispiel 52. Eine Urne enthélt drei weif3e und zwei schwarze Kugeln. Unter Laplace-
Annahme werden zwei Kugeln nacheinander ohne Zurlicklegen gezogen. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit ist die erste Kugel weild und die zweite schwarz?

Die Wahrscheinlichkeit flr das Ereignis “erste Kugel ist weil3” istg.

P(E) =

In % aller Falle wirdZ; eintreten.
Die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereigiis “zweite Kugel ist schwarz” eintritt, wenn
E; schon eingetreten ist, betr&gt

2
P(Ey|Ey) = 1
In 2 der? aller Falle, in dener, eintritt, tritt auch, ein.
2 von £ sind aber - 2 = 2. Die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Kugel wei3 und die
zweite Kugel schwarz ist, betré%.

3

2
P(E10E2>:P(E1)'P(E2‘E1>:g~Z 10

— Ubungen zur Kombinatorik (Laplace)UZLaplace
— Ubungen zur Kombinatorik UZKombinatorik
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4 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

4.1 Zufallsvariable, Wahrscheinlichkeitsfunktion
4.1.1 Zufallsvariable (=Zufallsgrof3e)
Einfihrungsbeispiele:

Bei einem Wairfelspiel wird beim zweifachen Wurf eines Wiirfels das Augenpro-
dukt bestimmt. Das Ergebnig|2) hat das Produkt 8, das Ergebiiig5) das Pro-
dukt 15. Jedem Ergebnis wird auf diese Art eine reelle Zahl zugeordnet.

Ein Spieler wirft eine Miinze dreimal. Er mulElEinsatz an die ,Bank” leisten und
gewinnt 1€, wenn er dreimal Zahl wirft. Er gewinnt 0.5 wenn er genau zweimal
Zahl wirft. Wirft er dreimal Wappen, gewinnt er 0.&0 In allen anderen Fallen
gewinnt er nichts, er verliert seinen Einsatz. Es gibt also vier mogliche Gewinne:
1€, 0.80€, 0.50€ und -1€.

In beiden Beispielen kdnnen wir jedem Ausgang eine reelle Zahl zuordnen. Welche Zahl
nun im einzelnen Experiment eintritt, hdngt vom Zufall ab. Wir nennen die zugeordnete
Zahl deshalb Zufallsgréf3e. Nun ist diese Grol3e aber fir die Wahrscheinlichkeitsrechnung
weniger interessant als die Wahrscheinlichkeit, mit der sie eintritt. Wir werden den Zu-
fallsgroRen noch Wahrscheinlichkeiten zuordnen. Dadurch sind die Zufallsgré3en einmal
Bilder einer Abbildung, andererseits Urbildeeiner anderen Zuordnung. Sie definieren
selbst eine Zuordnung vom Ergebnisraum zu den Wahrscheinlichkeiten. Deshalb benutzt
man auch den Ausdruck Zufallsvariable fiir die Zufallsgré3en.

Definition 24. Eine Zufallsvariable (ZV)X ist eine Funktion, welche Ereignissen, die
vom Zufall abhangen, jeweils genau eine reelle Zahl zuordnet.
SchreibweiseX = k (analog zuf(z) = y).

Die Wahrscheinlichkeit, mit der sie ihre Wertgeweils annimmt, nennt man die Ver-
teilung der Zufallsvariablen.

Man unterscheidet:

Diskrete Zufallsvariable: Die Variable X nimmt nur endlich viele oder abzahlbar un-
endlich viele Werte an. (Konfektionsgroi3e, Preis einer Ware, ...)

Kontinuierliche (stetige) Zufallsvariable: Die Variable X nimmt alle Werte eines be-
stimmten Intervalls an. (Korpergewicht eines Menschen, Geschwindigkeit eines
Flugzeuges, ...)

Die ZufallsvariableX nimmt bei einem bestimmten Experiment jeden Variablenwert
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit an.

Satz 25. Eine ZufallsvariableX heil3t gleichverteilt, wenn jeder Wert, den sie Uberhaupt
annehmen kann, mit der gleichen Wahrscheinlichkeit angenommen wird.

SBilder; Abbildung —> siehe 5. Klasse!
5Urbilder —> siehe 5. Klasse
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4.1.2 Wahrscheinlichkeitsfunktion

Ganz allgemein versteht man unter einer Zufallsvariablezine Gro3e, die —vom Zu

fall

gesteuert — reelle Zahlgnals Werte annimmt. Die Wahrscheinlichkeit, mit der sie ihre
Wertek jeweils annimmt, nennt man die Verteilung der Zufallsvariablen. Je nachdem, ob
X hochstens abzéahlbar (unendlich) viele (,diskret* liegende) Zahlannehmen kann

oder alle Zahlen eines bestimmten Intervalls, spricht man von einer diskreten

bzw. ei-

ner kontinuierlichen zufallsvariablen und einer diskreten Verteilung bzw. kontinuierlichen

Verteilung der Zufallsvariablen.

chen Ergebnisraumés eine reelle Zahl zuordnet, heil3t Wahrscheinlichkeitsfunk
wenn gilt

P(E;))>0furallei=1,...,n
P(Ey)+ P(Es)+ -+ P(E,) =1

Definition 26. Eine Funktion P, die jedem Elementarereighis F,. .., E,, des endli

lion,

Wahrscheinlichkeitsfunktion der Zufallsvariablén

Definition 27. Die Funktion W, die jedem Wert der Zufallsvariabl&neinen Wert ei;
ner WahrscheinlichkeitsfunktioR zuordnet, hei3t Wahrscheinlichkeitsverteilung oder

Man schreibt fur die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvaridblden Wertk annimmt:
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4 WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN

4.2 Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung in der WR

4.2.1 Erwartungswert
{k1, ko, ... kn}
ky). i

Definition 28. Sei X eine diskrete ZV mit der Wertemend€&y =
=k), P(X =ky),...,P(X Dann heif3t

und den WahrscheinlichkeiteA( X

= zn:k - P(X =
i=1

muss

Erwartungswert der Z\X .
Der Erwartungswert ist ein Mittelwert, um den die Zufallsvariable schwankt. Er
von der Zufallsvariablen selbst nicht angenommen werden.

Beispiel 53. Der Erwartungswert beim Wirfeln ist also
1 1 1 1
EX)=p=1-=+42-—4+3-—4+4-—+5-—46--=35
(O =n=1-5+2 g3 5HdgHo 5465

Das bedeutet, dass beim Wiirfeln ein Wert in der Nahe3voru erwarten ist
Der Erwartungswert spielt eine besondere Rolle bei Gewinnfunktionen, auszuzahlende

Betrage bei Versicherungen,. .
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4.2.2 Varianz

Definition 29. Sei X eine diskrete ZV mit der Wertemend®y = {ki, ko,... , k,}
und den Wahrscheinlichkeitdd(X = k), P(X = k), ..., P(X = k,). Dann heif3t

Varianz der ZVX.
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4.2.3 Standardabweichung

Definition 30. Sei X eine diskrete ZV mit der Wertemend®y = {ki, ko,... , k,}
und den Wahrscheinlichkeited( X = k), P(X = k»), ..., P(X = k,). Dann heif3t

V(X)=0

Standardabweichung der Z¥.

Varianz und Standardabweichung sind Mal3e fir die mittlere Abweichung der Zufallsva-
riablen vom Erwartungswert.
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4 WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN 7. Klasse

Beispiel 54. Auf eine Zielscheibe werden unabhangig von einander drei Schisse abgege-
ben. Die Trefferwahrscheinlichkeit betrage fur jeden Scbuﬂie ZufallsvariableX sei

die Anzahl der Treffer. Stelle die Wahrscheinlichkeitsfunktion graphisch dar. Bergchne
o?undo.

f(x)

Baumdiagramm: @ Treffer Start

(_) kein Treffer

1.Schuf

1 i
7 2
2.Schun T
1/ s L
2 2 2
isen (D) O @ o O ©
falls- |
Egri?lbfe X: 3 (Treffer) 2 (Treffer) 1 (Treffer) 0 (Treffer)
Wahrschein- 1 3. -3 _ pie
lichkeit: P(X:B):E:fBl P(X=2)= F-f(?) P(X=1)= B_fH) P(X=0)= 8 =f(0)
4
p= ki P(X = k)=
i=1

Die Formelo? = Y7 | k? - P(X = k;) — p? dient zur einfacheren Berechnung der Vari-
anz.

4
0’ =k -P(X =k)—p’ =
=1

=ki-P(X=k)+ki-P(X=khy)+ki-P(X=ks)+ki P(X=ky)—p*=
3 3

1 1
:02.§+12.§+22.§+32-§—1.52:3—2.25:0.75
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4.3 Diskrete Verteilungen
4.3.1 Geometrische Verteilung

Die geometrische Verteilung kommt in der folgenden typischen Situation zur Anwen-
dung: Ein Versuch wirdx Mal wiederholt und dabei jeweils ein bestimmtes Ereighis
betrachtet, das mit der Wahrscheinlichkeifkonstant) auftritt. Es soll gezahlt werden,
wannA zum ersten Mal eintritt

P(X=k)=1-p)""-p

((k — 1)-mal nicht eingetreten und beiften Mal schon!)
Die dazugehorige Verteilungsfunktion lautet daher

k
PX<k) =3 (1-p) " p

i=1
X ist geometrisch verteilt mit dem Parameper
Erwartungswert und Varianz der Geometrischen Verteilung

E<X)=Zki~P(X:ki):ii.(l_py1.p:

J/

-~

L__ geom. Reihe

(1—q)?
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Beispiel 55.Beim ,Mensch-argere-dich-nicht“-Spiel darf man bekanntlich erst beginnen,
wenn man zum ersten Mal eine Sechs wirfelt. Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass
man nicht vor dem 4. Versuch beginnen darf?

X ...Anzahl der bendtigten Versuche

P(X>4)=1-P(X <3)=
X =1

1 25
:1_[_+_+_}:

6 36 216
91 125

Beim wievielten Mal wirfeln fallt im Mittel zum ersten Mal eine Sechs?

i
|
=

Im Mittel wird man beim 6. Mal wirfeln erstmalig eine Sechs wiirfeln, wobei die Streu-
ung rund 5.5 betragt.
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Beispiel 56.Ein Betrunkener will seine Haustir aufsperren. Er hat 5 gleichartige Schlis-
sel in der Tasche und probiert jeweils indem er den Schlissel wieder zurticksteckt, wenn
dieser nicht palfit (,mit Wiederholung®).

(&) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass der richtige Schlissel genau beim dritten
Versuch gefunden wird?

X ...Anzahl der bendtigten Versuche

4 1 16

2
_ — _ 2 . — — _ = — =
P(X=3)=(1-p)-p (5) 5= o 12.8%

(b) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 3 Versuche bendétigt werden?

P(X>3)=1-P(X <4)=1-P(X=1,2,3) =

()]

1 16
—1—{—+—+—] =

+4 1
5 5 5
4
5 25 125

61 64
- = =512
5 125 oL
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Ubergang zur Binomialverteilung & Hypergeometrischen Verteilung

In den folgenden Abschnitten interessieren uns wiederum Versuche, die mehrmals wie-
derholt werden. Die Zufallsvariable ,zahlt* nun aber im Gegensatz zur geometrischen
Verteilung nicht, wanmA zum ersten Mal eintritt, sondevie oft A in denn Versuchen
auftritt.

Bleibt bei den Versuchswiederholungen die Wahrscheinlichkiit das Eintreten voal

stets gleich, so kommt man zur Binomialverteilung.

Andert sich hingegen die Wahrscheinlichkeit, mit deim Laufe der Versuchsreihe ein-

tritt, in Abhangigkeit von den vorangegangenen Versuche, so gelangt man zur Hypergeo-
metrischen Verteilung.
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4.3.2 Binomialverteilung

Die Binomialverteilung ist eine der wichtigsten Verteilungen. Das typische ,Grundbei-
spiel” fur ihr Auftreten ist folgende Situation:

Ein Versuch wirdn-Mal wiederholt und dabei wird jeweis dasselbe Ereighiibeobach-

tet, das jedesmal mit der gleichen Wahrscheinlichkeittritt

Interessant ist nun die Zufallsvariablg die angibt, wie oft unter den Versuchswieder-
holungen das Ereignis eintritt. Diese Zufallsvariable heil3t dann ,binomialverteilt".

Die Binomialverteilung (BV) ist bei jenen Zufallsexperimenten anwendbar, bei denen ge-
nau zwei verschiedene, einander ausschliel3ende Ereignisse eintreten kbnnen. Bei diesen
sogenannten BERNOULIIExperimenten kommt es also nur darauf an, ob ein Ereignis
E oder das Gegenereigni$ eintritt.

P(E)=p Erfolgswahrscheinlichkeit

P(E") =1—p=q Wahrscheinlichkeit fur MiR3erfolg
Das folgende Beispiel soll zur Herleitung der Formel dienen:

Beispiel 57.1n einer Urne sind 7 rote und 4 weil3e Kugeln. Berechne die Wahrscheinlich-
keit, bei 5 Ziehungen mit Zurticklegen 3 rote Kugeln zu ziehen.

3 2
4
P(E) = TN (A (P
11 11 3
Ist bei einem Bernoulli-Experiment = k die Anzahl der Versuche, in denen das Ereig-

nis £ mit der Wahrscheinlichkejt und das Gegenereignis mit der Wahrscheinlichkeit
q = 1 — p eintritt, so gilt:

)-pk-q”_k mitk=0,1,2,...,n

und bedeutet: Die Warscheinlichkeit, dds®ein Versucherk-mal auftritt.

Definition 31. Wenn ein ErfolgE in einemn-mal unter denselben Bedingungen
durchgefuhrten Versuch mit der Wahrscheinlichkegintritt, dann ist die Wahrschein-
lichkeit P(X = k) fur genauk Erfolge inn Versuchen

P(X =k)= (n) pF (1= p)F

’Jakob BERNOULLI (1654 - 1705)
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Beispiel 58 (Novak3,S61,33a(1))Angabe
HU: 31, 32
Beispiel 59 (Novak3,S61,33b(1))Angabe
HU: 33ab(2), 34
Beispiel 60 (Novak3,S62,35)Angabe

HU: 35cde, 36
Beispiel 61 (Novak3,S61,37)Angabe
HU: 38, 39
Beispiel 62 (Novak4,5160,6)Angabe
HU: 7
Beispiel 63 (Novak4,S160,8)Angabe
HU: 9
Beispiel 64 (Novak4,S161,10)Angabe ROULETTE
HU: 13, 14, 15

— Kombinatorik & Binomialverteilung (Umkehraufgaber)UZUmkehraufgaben
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4 WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN 7. Klasse
Erwartungswert und Varianz der Binomialverteilung
E(X)=p=)» i-P(X=i)=
=0
:O+ n .pl.qn71_|_2. n p2qn72_|__|_n n pnqoz
1 2 n
2 -1

:npqnl+%p2qn2++npn:

=np- (¢" + (n—Dpg"F + -+ p" ) =

=np-(q+p)" " =np- 1" =np

den Parametern undp lautet:

EX)=p=n-p

Definition 32. Der Erwartungswert (X ) fur binomialverteilte Zufallsvariable mit

meternn undp lautet:

VX)=0’>=n-p-(1-p)=n-p-q

Definition 33. Die VarianzV (X)) fur binomialverteilte Zufallsvariable mit den Pa

[a-

den Parametern undp lautet:

VIX)=oc=+n-p-(1-p)=n-p-q

Definition 34. Die Standardabweichung fir binomialverteilte Zufallsvariable m

—+

Wahrscheinlichkeitsrechnung
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Beispiel 65. Die Wahrscheinlichkeip fur die Geburt eines Sohnes ek 0.6. Wie grol
ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Familie mit 5 Kindern

(&) genau 2 Séhne sind?
n=5; p=0.6

) -0.6%-0.4% = 23.04%

P(X=3)=P(X=3)+P(X=4)+P(X =5) =

5 5 5
= -0.6%-0.4° -0.6%-0.4! -0.6°-0.4° =

= 68.26%

(c) Berechne Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung und das “Erwartungsinter-
vall”!
EX)=p=n-p=5-06=3
VIX)=0*=n-p-q=5-06-04=1.2
o =v12=1.09
[ — o, u+ o] = [1.905,4.095] = 2, 3 oder4

Wahrscheinlichkeitsrechnung 58 http://mone.denninger.at



4 WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN 7. Klasse

4.3.3 POISSONverteilung

Bei der sogenannten ,POISSONverteilung“ geht es im wesentlichen um eine Approxi-
mation fur die Binomialverteilung B:; n, p) bei groRem: und kleinenyp.

Die Berechnung der Binomialverteilung ist fur groResehr umstandlich. Auch fir sel-
tene Ereignisse, die nur mit sehr kleinen Wahrscheinlichkeitanftreten, ist eine Be-
schreibung durch die Binomialverteilung nicht sinnvoll. Wir fragen deshalb nach einer
Naherungsformel fir die Binomialverteilung fir sehr grefigenauer: fin — oo

Setzt man im Term fuB(n, p) u = n - pundp = £, erhalt man:

P(X =k) = B(kin,p) = (Z) : (%)k (1 - %)nk _

n—1 n—k+1 p¥ P\ N\ —k
: ._.<1__) .(1__)
n n k!

Der Grenzwert flin — oo ist dann’;—f e,
Fur ,groe“n und (wegerp = £) kleine” p gilt somit die Naherungsformel

k
B(k;n,p)=P(X =k) ~ % e H
Diese Naherungsformel ist — als Faustregel — zweckmal3ig, wenar.05 undn > 10,
oder wenrp < 0.1 undn > 50.

Definition 35. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariablérder Form

k
P(X:k:):%-e*“mitkeNo,ueR+

heil3tPoisson-Verteilung
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Erwartungswert und Varianz der POISSONverteilung

Der Erwartungswert einer Poisson-verteilten Zufallsvariable®'ist) = . Fur die Va-
rianz findet man ebenfallg (X) = p.

oo oo k
EX)=Y k- P(X=k) = k-%-e“—
k=0 k=0 '
0 k 0 k—1
pro u _
= k-—-e"=pn- et =
) il ”Z(k_l)l
k=1 k=1
0 k
e
=ne) gpet=n
E=0 N—~—r
P(X=k)
1
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4.3.4 Hypergeometrische Verteilung

Bei den im Kapitel Binomialverteilung betrachteten BERNOULLI-Experimenten wurde
verlangt, dass jeder Versuch unter den gleichen Versuchsbedingungen ablauft. Im Ur-
nenmodell haben wir dies realisiert, indem wir ein Zielnaibzuriicklegen betrachteten.
Diese Voraussetzung ist aber bei vielen Experimenten unrealistisch: Wer legt ein Stlck
einer Produktion, das auf funktionsttichtig/defekt untersucht wurde, wieder in die Kiste
zurtick? Wie soll man einen destruktiven Versuch, bei dem das zu untersuchende Objekt
(z.B. Munition) zerstort wird, wiederholen?

Hier ist das ZiehemwhneZurticklegen aus einer Urne das geeignete Modell:

Beispiel 66.Eine Urne enthalt0 Kugeln, und zwat rote undl0 — 4 = 6 weil3e Kugeln.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass unteKugeln, die mit einem Griff gezogen
werden, genad rote (und dementsprechend gemad 2 = 1 weil3e Kugel) sind?

Das Verteilungsgesetz der Hypergeometrischen Verteilung lautet:

Definition 36. Eine Urne enthaltv Kugeln, und zwarM rote undN — M weil3e
Kugeln. Zieht man daraus mit einem Griif Kugeln, so gilt fir die AnzahlX der
gezogenen roten Kugeln:

P(X:k)zw

Wir Uberprufen die allgemeine Formel anhand unseres Beispiels:
N = 10 Kugeln insgesamt

M = 4 rote Kugeln

n = 3 Kugeln werden ausgewahlt

k = 2 rote sollen dabei sein

P(r,r,w) = (2(10>1 _ 2!.2!1_0!1!.5! _ 120.9.
3171 32
4-3-6-3 3

10-9-8 10

o) A8 g
8

= 30%
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Beispiel 67.1n einem Vorratsraum sind 50 Eier, von denen 2 mit Salmonellen verseucht
sind; davon werden 10 Eier zur Verarbeitung geholt. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit,
hochstens 1 salmonellenhaltiges Ei zu verarbeiten?

N = 50 Eier insgesamt

M = 2 Eier mit Salmonellen

n = 10 Eier werden ausgewahlt

k < 1 Eier mit Salmonellen sollen dabei sein

2 48 2 48
P(X S 1) — P(X :O)+P(X — 1) — (0)(50(>10) + (1) (9) —
10
~1-6540715896 2. 1677106640 236
10272278170 * 10272278170 245
Beispiel 68.In einer Urne befinden sich 10 gleichartige, nur durch ihre Farbe unterschied-
liche Kugeln: 3 griine und 7 rote. Es werden 4 Kugeln mit einem Griff gezogen. Berechne
die Wahrscheinlichkeit, dass von den gezogenen Kugeln (a) alle rot, (b) alle grun, (c) 3
rot und eine grin, (d) 1 rot und 3 gruin, (e) mind. 2 Kugeln rot, (f) héchstens 2 Kugeln rot,
(g) mehr als 2 Kugeln rot, (h) weniger als 2 Kugeln rot sind!

X ...Anzahl der roten Kugeln

(a) allerot
HE & 7654 1
P(X =4) = 42200 481 = - ~ 16.67
( ) (140) 41!—%'! 10-9-8-7 6 A
(b) alle griin

Unmagliches Ereignis, da man nicht 4 griine ziehen kann, wenn nur 3 vorhanden
sind!

(c) 3rotund eine grin

()G 1
P(X =3) = 5= = 5 = 50%
N
(d) 1rotund 3 grin
- Q0 - L sy
(e) mind. 2 Kugeln rot
P(X>2)=P(X=2)+P(X=3)+P(X =4 =
_RE, G0, O _
@M
= ﬁ [63 4+ 105 + 35] =
29
=30~ 96.67%
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() hochstens 2 Kugeln rot

P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)=
1
= P(X =1) = 55 ~ 3.33%

Beispiel 69. Wahrscheinlichkeitsverteilung wie beim Lotto (Ziehen ohne Zurticklegen,

d.h. nicht konstante Wahrscheinlichkeit)
(x) - (o)
()

P(N,K,n, k) =

Los: N Objekte,K “richtige”
Stichproben Objekte, % “richtige”

Wahrscheinlichkeitsrechnung 63 http://mone.denninger.at



4 WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN

7. Klasse

Erwartungswert und Varianz der Hypergeometrischen Verteilung
geometrische Verteilung mit den Parametairn)/ undn gilt:

EX)=p=n-p=

M M\ N-—n
X)V=cd?2=n-—-[1=21).
V(X)=0"=n ( N) N1

Fur die hyper-

Fur groR3esN (Faustregel:!N > 60 bzw.n < %) kann man die Hypergeometrische

Verteilung durch die Binomialverteilung approximieren.

64
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4.4 Die Normalverteilung (Gaul3sche Verteilung)

Fur genligend groBesundo > 9 kann dasP(X = k) einer binomialverteilten Zufalls-
grolReX auch angenahert werden durch

P(X:k>=(Z)~pk-<1—p>“~ et () = iy

oV 2T

Die statitischen Kennzahlgn= n - pundo? = n - p - ¢ bleiben gleich.

Die Normalverteilung ist die wichtigste Wahrscheinlichkeitsverteilung fur stetige Merk-
male. Ihre Bedeutung wurde Ende des 18. Jahrhunderts im Rahmen von Mel3fehlerun-
tersuchungen, die vor allem von Calr Friedrich GAUSS (1777-1855) durchgefthrt wur-
den, bekannt. Der belgische Astronom und Statistiker Lambert Adolphe QUETELET
(1796-1874) stellte fest, dass uberraschend viele Z&hl- nd Mel3ergebnisse Haufigkeitsver-
teilungen aufweisen, die dieser Verteilung ahnlich sind. Quetelet beschéatftigte sich vor-
wiegend mit der Untersuchung des menschlichen Kérperbaus und ging dabei von einem
Durchschnitts- bzw. Normalmenschen aus. Diese Verteilung wird daher Normalverteilung
oder GAUSS-Verteilung genannt.

Am einfachsten kann man sich die Entstehung der Normalverteilung als Grenzibergang
aus einer Binomialverteilung am sogenannten GALTONschen Nagéloestellen.

http://statistik.wu-wien.ac.at/mathstat/hatz/vo/
applets/Galton/galton.html

Lies Buch S63!

Definition 37. Als Normalverteilung bezeichnet man die standardisierte Form der
Gaul3schen Verteilung. Dabei wird eine neue (=standardisierte) Zufallsvadable
-t eingefuhrt.

Der Erwartungswert der Zufallsvariablehist gleich O, ihre Varianz ist gleich 1.

1%

8Benannt nach Francis GALTON (1822-1911), englischer Reisender und Naturforscher.
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