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Kurvendiskussion 7. Klasse

Die mathematische Untersuchung des Graphen einer FunktionkheH3t
vendiskussion

1 Definitionsmenge

Zuerst gilt es die maximale Definitionsmenge zu bestimmen. Bei ganzra-
tionalen Funktionen (Polynomfunktiontn) ist dies einfaédh & R), bei
gebrochen rationalen Funktionen ist auf die Nullstellen des Nennerpoly-
noms zu achten.

1.1 Verhalten am Rand und an den Liucken des Definiti-
onsbhereichs

Hier kommt die Grenzwertrechnung zur Anwendung. i, .., f(z) be-
achte man den rechtsseitigen und linksseitigen Grenzwert (Limes).

Die Grenzwerte furr — =oo liefern bei gebrochen rationalen Funktio-
nen oft schrage Asymptoten. Dazu ist die gebrochen rationale Funktion
(falls noch nicht so gegeben) durch Polynomdivision in eine ganzrationa-
le Darstellung mit Rest zu verwandeln. (Beispiel: Die Funktfgn) =

x — 1+ -1 hat die schrage Asymptote mit der Gleichung: = — 1)

Tr—

2 Nullstellen

Nullstellen zu berechnen ist mit den Standardverfahren moglich. Bei den
von uns betrachteten Funktionen kommt die Polynomdivision oft zur An-
wendung. Wir beachten insbesondere, dass ein Bruch null wird, wenn der
Zahler null ist! Bei ganzrationalen Funktionen liefert die Vielfachheit einer
Nullstelle bereits wichtige Aussagen Uber die Funktion!

3 Extremwerte (=Lokale Extrema)

Punkte mit waagrechter Tangente sind Punkte, bei denen die Ableitung
verschwindet (Null ist).

Solche Punkte konnen Tiefpunkt, Hochpunkt, Wendepunkt oder Sattel-
punkt (Terrassenpunkt) sein.

Die Art der lokalen Extrema lasst sich mit Hilfe des Monotonieverhaltens
von f(z) oder mit folgendem Kriterium:
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Seix, eine Stelle vory (z) mit waagrechter Tangente, d.h. also ifiitzy) =
0.

e Ist f"(zy) > 0 und f"(z) stetig an der Stelle,, so hat der Graph
der Funktion an der Stelle, einen (lokalen) Tiefpunkt.

e Ist f"(xy) < 0 und f"(z) stetig an der Stelle,, so hat der Graph
der Funktion an der Stelley einen (lokalen) Hochpunkt.

4 Wendepunkt - Flachpunkt

Flachpunkte sind Punkte, bei denen die zweite Ableitung verschwindet
(dort liegt keine Kriimmung vor, also verlauft der Graph “flach”).

Beachte: Hat der Graph einer zweimal differenzierbaren Funktjiehan

der Stellez, einen Wendepunkt, so igt’(zy) = 0. Die Umkehrung ist
falsch.

Hinreichendes Kriterium fur Wendepunkt: I8t(z,) = 0, f”'(x¢) # 0 und
f"(x) stetig an der Stelle,, so hat der Graph voyi(x) an der Steller,
einen Wendepunkt.

4.1 Sattelpunkt

Ein Sattelpunkt liegt vor, wenn bei einem Wendepunkt eine waagrechte
Tangente vorhanden ist.

4.2 Wendetangente

Die Wendetangente ist die Tangente an die Funkfia) im Wendepunkt.
Die Steigung kann durch die erste Ableitufigzy, ) berechnet werden.

5 Monotonieverhalten

Ursprungliche Definition: Eine Funktiofi(z) (x € Dy) heil3t streng mo-
noton wachsend (bzw. streng monoton fallend), wenn mit zunehmendem
x der Funktionswertf(z) zunimmt (bzw. abnimmt), d.h. wenn fur alle
1, To € Df gllt

11 < 29 = f(21) < f(22)
bzw.z1 < 29 = f(x1) > f(x2)).
Es gilt allgemein: Hat eine im Intervalk; b] stetige und wenigstens im
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Inneren des Intervalls differenzierbare Funktifix) fur alle = €]a; b die
Ableitung f'(z) > 0 (bzw. f'(z) < 0), soistf(z) in [a; b] Streng monoton
steigend (bzw. streng monoton fallend).

6 Krimmungsverhalten

Zum Krimmungsverhalten vom Graphen im Intenzall
o f"(x) <Ofurallex € I = der Graph istin/ rechtsgekrimmt
o f"(x) > 0furallex € I = der Graph istin/ linksgekrimmt
Eselsbricke:
e f" negativ=- der Graph ist rehtsgekrimmt
e f” postiv = der Graph ist lInksgekrimmt

Ein Wendepunkt liegt vor, wenn sich das Krimmungsverhalten, also das
Vorzeichen vonf”(x) &ndert. Das Vorzeichenverhalten vgf(x) unter-
sucht man mit einer Tabelle analog zum Vorzeichenverhalten fian

bei den lokalen Extrema.

7 Symmetrie zum Koordinatensystem

Die Symmetrie zum Koordinatensystem ist wie folgt zu untersuchen:

o Ist f(—x) = f(z) fur allex € Dy, so ist der Graph der Funktion
achsensymmetrisch zury-Achse(f heil3t dann gerade).

o Ist f(z) = —f(—ux) fur allex € Dy, so ist der Graph der Funktion
punktsymmetrisch zum Ursprung (f heil3t dann ungerade).

Achsensymmetrie zu einer beliebigen Achse bzw. Punktsymmetrie zu ei-
nem beliebigen Punkt ist nicht so einfach zu zeigen. Zur Wiederholung sei
angemerkt (mit einem > 0):

o ISt f(zo — h) = f(xo + h), so ist der Graph der Funktion achsen-
symmetrisch zur Achse = x,.

o ISt f(zog + h) + f(zo — h) = 2y, SO ist der Graph der Funktion
punktsymmetrisch zum Punkt|yo).
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8 Skizzieren des Graphen

Beachten Sie stets die Informationen, die Sie bereits durch Rechnung er-
halten haben:

Definitionsmenge bzw. vorgeschriebenen Bereich einhalten
Symmetrie beachten

Asymptoten einzeichnen

Schon berechnete Nullstellen eintragen

Lokale Extrema eintragen. (Kleine waagrechte Striche als angedeu-
tete Tangentenstucke erleichtern das Zeichnen. Keine Spitzen an die-
sen Stellen!)

Wendepunkt beachten, evtl. auch Wendetangente
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1. Umfassende Definitionsmenge, Polstellen und Liicken, Asymptoten
2. Nullstellen fx)=0

3. Extremwerte (Hoch- und Tiefpunkte) "(#) =0
Hochpunkt: f(z) < 0; Tiefpunkt: f'(z) > 0
Sattelpunkt:f(z) = 0, " (x) # 0

4. Wendepunkte, Wendetangenten "(ah =0
f”’(x) 7& 0
5. Monotonie f(z) > bzw. <0

f'(z) > 0 monoton wachsend
f'(z) < 0 monoton fallend

6. Krimmungsverhalten "fx) > bzw. < 0
f’(x) < 0 negative Krimmung
f’(x) > 0 positive Krimmung

7. Graph
Funktion: Eine Zuordnung f, die jedemgenau eiry zuweist, heil3t FunktionyEf(x)).

Definitionsmenge: Die Menge der Zahlen, welcheannimmt bzw. annehmen soll, nennt
man die Definitionsmenge Oder Funktion.

Pol: Sofern der Nenner einer gebrochenrationalen Funktion an der Stetle gleich
null ist, ist die Funktion an der Stelle nicht definiert. Wenn nun der Zahler bei
x = a ungleich null ist, sagt man: Die Funktion besitzt an dieser Stelle einen
sogenannten Pol (eine ,Unendlichkeitsstelle®).

Asymptote: Unter einer Asymptote der Funktion f versteht man (etwas unexakt ausge-
driickt) eine Funktion g, deren Graph sich dem Graphen von f beliebig nahert (ihn
aber nie erreicht), wenn man auf beiden Graphen ins Unendliche riickt.

Nullstelle: Ein Wertx heif3t Nullstelle der Funktion f, wenrid#) = 0 gilt. Der Wertz
bezeichnet dann genau den Schnittpunkt des Funktionsgraphen mitdéise.

Hochpunkt: Als Hochpunkt (relatives Maximum) bezeichnet man jenen Punkt eines
Graphen, dessen benachbarte Punkte (links und rechts von H) alle einen kleine-
reny-Wert aufweisen. Die Tangente in H verlauft parallel zeAchse; sie hat die

Steigungk = 0.

Tiefpunkt: Als Tiefpunkt (relatives Minimum) bezeichnet man jenen Punkt eines Gra-
phen, dessen benachbarte Punkte (links und rechts von T) alle einen gro3eren
y-Wert aufweisen. Die Tangente in T verlauft parallel zuAchse; sie hat die
Steigungk = 0.

Wendepunkt: Der Wendepunkt ist jene Stelle der Funktion f, in der sich das Kriim-
mungsverhalten &ndert.

Wendetangente: Die Tangente im Wendepunkt nennt man Wendetangente.

Sattelpunkt: Ein Wendepunkt mit zur-Achse paralleler Tangente heil3t Sattelpunkt.
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