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Eine nachtragliche Begrindung 7. Klasse

1 Mittlere Anderungsrate einer Funktion
(= Differenzenquotient)

Wir veranschaulichen die mittlere Anderunghsrate einer Funktion anhand
eines Beispiels:

Uhrzeit| Temperatur irfC
8 9
10 10
12 13
14 17
16 14
18 13

(a) Berechne die Temperaturdnderung in den Intervallet], [14; 16]
und|[12; 14]:
8;12] = T(12) — T(8) = 13 — 9 = 4°C
[14;16] = T(16) — T'(14) = 14 — 17 = —3°C
[12;14] = T(14) — T(12) = 17 — 13 = 4°C

(b) In welchem der drei Zeitintervalle wachst die Temperatur am stéark-

sten?
T(12) —=T(8) 4
= —=1°C/h
12 -8 4 C/
T(14) — T(12) B % _ 9oC/h
14 — 12 2

Im Intervall [12; 14] wachst die Temperatur am stérksten.

(c) Gib allgemein die Geschwindigkeit der Temperaturanderung im Inter-

vall [a; b] an:
T(b) —T(a)
b—a
Es seif eine reelle Funktion. Dann heif3t
f(b) — f(a)
b—a

der Differenzenquotientvon f in [a; b] oder die mittlere Anderungsrate
der Funktion ina; b].
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¥

yl_ YD

¥

Y

Geometrisch entspricht der Differenzenquotient dem Angtiggr Sekan-
te s. Man schreibt flr die Differeng, — yy kurz Ay und firz; — xq kurz
Ax.

Steigung der Sekante:

Ay _yi—wy _ fl@o+h)— flxo)

Ar 1 — x9 h

L —

Differenzenquotient

Beispiel 1. Wir berechnen die mittlere Anderung einer Geraden im Inter-
vall [1; 4]:
f(x)=kx+d

f4) - )  @k+d—(k+d) 3k _

4—1 3 3 g

Die mittlere Anderung einer linearen Funktion ist ihre Steigihg

Beispiel 2 (52).Es ist zu begriinden, weshalb die Funktion mit der Glei-

chung f(z) = # keinen Grenzwert erreicht, wenngegen Null strebt.
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Beispiel 3 (53efgh) Die folgenden Grenzwerte sind zu ermitteln:

53abcd

Beispiel 4 (55b).Der Grenzwert ist gesucht: o4

55a
Beispiel 5 (56).Gegeben ist die Potenzfunktigitz) = x°.

(a) Wie lautet die (maximale) Definitionsmenge, wie die zugehdrige Wer-
temenge?

(b) Stimmt die Funktionf(x) = 2° mit der Funktionf(x) = 1 Uberein?

(c) Die Behauptung ,Wenn eine durch die Gleichung festgelegte Funktion
einen Grenzwert besitzt, ist sie auch stetig* ist im Hinblick Auf) =
2V zu Uberdenken. Ist(x) = 2° eine stetige Funktion?
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Man sagtf (z) = z" hat an der Stelle 0 eine Lucke.

Beispiel 6 (57).(a) Unter welchen zwei Gegebenheiten ist eine Funktion
an der Steller = a stetig?

(b) Unter welchen Umstanden ist eine Funktion im Interyadtetig?

58
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1.1 Begriff der Stetigkeit und der Unstetigkeitsstelle

(Zeichnen ohne abzusetzen)

Die meisten Funktionen, die in den Anwendungen vorkommen st@ta,

d.h.: bei kleinen Anderungen des Arguments einer stetigen Funktion
andert sich diese auch nur geringfuigig. Die graphische Darstellung einer
solchen Funktion ergibt eine zusammenhangende Kurve. Ist dagegen die
Kurve an verschiedenen Stellen unterbrochen, dann heif3t die zugehorige
Funktionunstetig und die Werte des Arguments, an denen die Unterbre-
chung auftritt, heiReknstetigkeitsstellen

Linksseitige Stetigkeit ina: Eine Funktionf(x), die in einem Intervall
(b;a] mit b < o definiert ist, heil3t inu linksseitig stetig, wenn der
linksseitige Grenzwert, = lim, ., f(x) existiert und L = f(a)
ISt.

Rechtsseitige Stetigkeit im: Eine Funktionf(x), die in einem Intervall
[a; b) mit a < b definiert ist, heilt irw rechtsseitig stetig, wenn der
rechtsseitige GrenzweR = lim, ., f(x) existiert undR = f(a)
ist.

Stetigkeit in a: Existieren bei einer Funktiofi(x) die beiden Grenzwerte
R und L und stimmen sie mit dem Funktionswéita) tberein, so
heil3tf in a stetig.

Beispiel 7. f(z) = 22 ist Gberall stetig; wir zeigen dies fiar= 3:

L = lir§1 22=9
R= lim 2> =9
r—3+
L=R
f(x) =tanwz istink - § (k € Z) unstetig. ‘ / /
L = lim tanz = +0c0 L / =
T—5— / /s //
R = lim tanz = —o0 / /
e L
L+#R

1...Ein Grenzwert existiert, wenn er endlich ist.
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f(z) = 245 istan der Stelle = 1 unstetig.
L=l L
=t g = e ~—
1
R=1lm — =40

z—1+ (JZ’ — 1)2
Es existieren keine unendlichen Grenzwerte!

Stetige Behebung einer Definitionsliicke:Gehorta nicht zum Definiti-
onsbereich, existieren abker= lim, ., f(z) undR = lim,_,,. f(x)
und gilt L = R, so kannf(z) durch die Zusatzdefinitiorf(x) :=
L = R stetig ina fortgesetzt werden (“stetige Behebung einer Defi-
nitionslicke”).

Beispiel 8 (59a).Gegeben ist die . ..

59b
Es folgen Beispiel 60 - 64!!!
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Eine nachtragliche Begrindung 7. Klasse

1.2 Arbeiten mit Grenzwertsatzen
Beispiel 9 (65).

; ; — Funktionswertanderung
(a) leferenzenquotlent zugehorige Argumentwertéanderung

¥

Wie kdnnte man — im Hinblick auf die nc »

benstehende Figur — die Funktionswert- | .
die Argumentwertanderung kurz und pri | &£e

nant beschreiben? 7

0 1

(b) Darfim Ausdruck% durchA gekirzt werden? (Begriindung!)

(c) Wie grof3 ist der Anstieg der Geraden, die durch die Punktg|®
und R(—7/0) gelegt wird?

(d) Mit welchen Formeln kdnnen wir den Anstieg einer linearen Funktion
berechnen?

: q o

1—Z0 0—Z1

(f) Wie lautet die Gleichung der Geraden, die dur¢B|P) geht und deren
Steigungswinkety = 45° ist?

(g) Wie konnte man eine Sekante einer Kurve definieren?
(nh) Far welche linearen Funktionen ist der Anstieg- 07
LOSUNG:

(a) Die Funktionswertdnderung als Differenz der Funktionswerte an den
Stelleny; undy,; die Argumentwertanderung als Differenz venund
ZIo.

(b) Nein, weil das Zeicher keine Variable ist!
(©) Py(5[6), Pi(—T7[0)

k:yl—y(): 0—06 _ —6
ri—x9 —7—5H —12

1
2
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(d)
k:A?J: Y1 — Yo _f(xl)—f(«?«“o)

Ar 11— x9 xr1 — T

(e)
flz) = flwo) _ (=1)(f(@0) = f(21)) _ flao) — fla1)

1 — X (—1)(560 —ZL‘l) N o — I

) P(3l4) o =45°

GK
tano = —

AK

tana = —
1

k =tan45° =1
Pecg:y=x+d
4=34+d
d=1
g:y=x+1

(g) Eine Sekante einer Kurve heildt jene Gerade, welche die Kurve in min-
destens 2 Punkten schneidet.

(h) Fir konstante Funktionen (parallel zt#Achse).
66
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2 Der Differentialquotient (= Ableitung)

ylk

i, th)

HE)]

B ;

il #pth

t ... Tangente in p
s ...Sekante durchjhund R

Wandert der Punkt{Pmmer néher an Pheran, so wird der Abstand zwi-
schenz, und xy + h immer kleiner ¢ geht also gegen) und aus der
Sekantes wird eine Tangenteé an die Kurve im Punkt {2

Steigung der Tangente im Punkt P

oo Lo+ ) = () dy

gt _ Yy
h—0 h _f(xo)_d:c

Differentialquotient (= 1. Ableitung) der Funktion f(x) an der Stelle
Zo

Existiert dieser Grenzwert, dann heif3in dem Punktz, differnzierbar.
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Beispiel 10.Ein Beispiel, dem man entnehmen kann, dass die Ableitung
von f(z) = cx (it Konstante: € R\{0}) gleich f'(z) = cist.

f(x) =cx
f(xo+h) — f(xo)
p— 1 pr—
f o) hlg(l) h
:hmc-(flzo—i—h)—c-xo)
h—0 h
. cxg+ch—cxg
= lim =
h—0 h
= lim — = limc¢ =
h—0 h—0

Beispiel 11.Wir bilden die erste Ableitung vorf(z) = x* mit Hilfe des
Differentialquotienten (mittels Grenztibergang):

h—0 h
:hmx%—f—thoJth—x% _
h—0 h
h—0 h
= 111%2330+h = 2x

71
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Beispiel 12 (73).Beweis der Produktregel:
Sind die Funktionen: und v an der Steller, differenzierbar, so ist auch
die Funktiom: - v an der Steller, differenzierbar und es gilt:

(u-0) (x0) = u' (20) - v (0) + u (o) - V' (o)

Beweis:

(u - v) (o) leigrxlou(x) 'U(xl__iéx())'”(%) _  TRICK!
) o (@) — ) v () ) o (@) — u () v ()
@) ) — )]+ ) o 5) — 0 (a0)]

=o' (xg) - v (wg) + u(xg) - v' (7o) Q.€.d.

Es folgen Beispiele 74 - 92!!!
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Beispiel 13 (93a).y = 23, v/ = 32?; differenziert many’ nochmals, so
erhalt man diezweite Ableitung vony = 23. Sie wird mity” bezeich-
net:y” = 6x. Analog gibt es eine dritte, vierte, n-te Ableitung’ = 6,

y"* = 0. Ab der zweiten Ableitung spricht man von sogenanitéheren
Ableitungen. Man ermittle die zweite und dritte Ableitung der folgeden,
durch ihre Funktionsgleichung gegebenen Funktionen:

@y = a®
f(z) =a°
f'(z) =8
f"(z) = 562°
" (x) = 3362°

93bf

Beispiel 14 (94).An welcher Steller, der Funktion mit der Gleichung
f(z) =23 — 1522 + 4o + 3ist f"(x) = 07

f(z) =2° — 152° + 4z + 3
f'(x) = 32* — 302 + 4

f"(z) =6z — 30
6z —30 =0
6zg = 30
To =09

95

Beispiel 15 (96a) Gegeben ist die Funktionsgleichufigr) = ax3+ba?+
cr + d. Gesucht sind die Koeffizienten b, ¢ undd, wenn folgendes be-
kannt ist:

f0)==1f(1)=2f(2) =5 f"(2) =10

f(x) =ax® + b2 + cx +d
f'(z) = 3az® 4+ 2bx + ¢
f"(z) = 6ax + 2b
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f(0)=—1:
fi(1) =2
f2)=5

f(2) =10

"Eine nachtréagliche Begrtindung"

d=—1

3a+2b+c=2

8a+4b+2c+d=5

12a + 2b =10
96b
97a
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2.1 Partielle Ableitungen

Beispiel 16 (101)In dieser Aufgabe sind die GroRenundv der Formel

E = 7”2”2 gleichzeitig variabel. Man kann nufi’ bilden, indem man nur

nach einer der Variablen differenziert und die zweite konstant halt:

aB o dE
dm 2 “dv

Man spricht in diesem Fall vopartiellen Ableitungen. 101

muv

Beispiel 17.f(a,b) = 5a®> + 3ab + b*
Zuerst die partielle Ableitung nach Dafur betrachten wir die Variable
als konstant. Daher:

d
d—];:5-2-a—|—3-b+0:10a+3b

Jetzt die partielle Ableitung nadh(betrachtemn: als konstant):

%:0+3~a+4bgz3a—|—4b3

Eine Funktion hat immer so viele partielle Ableitungen, wie sie Variablen
hat.

Beispiele 102 - 104 folgen!
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