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INHALTSVERZEICHNIS

Vorwort

Sie werden sich vielleicht wundern, warum in diesem Skriptum einiges nur in Stichwor-
ten erklart ist bzw. tw. sehr viel Platz auf den Seiten gelassen wurde. Dieses Skriptum ist
nicht zum Selbststudium gedacht, sondern jede einzelne Seite als Kopiervorlage fir Lehrer
(Schiler) — &hnlich einem Formelheft.

Es wird der AHS-Schulstoff der 5. (Vektorrechnung), 6. (Analytische Geometrie der Gerade
und Ebene) und 7. Klasse (Analytische Geometrie des Kreises, der Kugel und der Kegel-
schnitte) behandelt.

Ich selbst verwende dieses Skriptum auch in der 8. Klasse um schnell und Gbersichtlich eine
Wiederholung der Analytischen Geometrie im Unterricht durchnehmen zu kénnen.

Mag. Mone Denninger
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1 VEKTORRECHNUNG

1 Vektorrechnung

1.1 Grundbegriffe

Definition 1. Die Menge aller ZUAB gleich langen, parallelen und gleich orientierten Pfeile

bezeichnet man als den B gehdrigenvektor o'

Der Pfeil AB heiRtReprasentantdes Vektorss .

“Spitze minus Schaft’-Regel
R: A(Talya), B(zs|ys)

@:(xb_xa>
Yo — Ya

Lange (Betrag) eines Vektors

AnalytischeGeometrie

R3: A(24Yalza)s B(xo|ys)2s)

N b — Za
AB = Yo — Ya
Zp — Za
T
R:v =1y

V| =22+ y2+ 22

http://mone.denninger.at



1 VEKTORRECHNUNG

1.2 Spezielle Vektoren

Nullvektor
Der VektorO = ( 0 ) bzw. O = 0 | heitNullvektor.
0

Ortsvektor

Als Ortsvektor bezeichnet man jene Pfeile, deren Anfangspunkt im Koordinatenursprung
liegt.

Einheitsvektor

Ein Vektor mit der Lange (dem Betrag) 1 helhheitsvektor.
Den zua gehdrenden Einheitsvektay erhalt man, indem man die Koordinaten des Vektors
@ durch seinen Betrag dividiert:

—\ 1 —\

ag = —7 - a
@]
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1 VEKTORRECHNUNG

1.3 Multiplizieren eines Vektors mit einem Skalar

Parallelitatskriterium

Zwei Vektoren sind genau dann zueinander parallel, wenn der eine Vektor ein ,Vielfaches*
des anderen Vektors ist:
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1 VEKTORRECHNUNG

1.4 Mulitplikation von Vektoren
Skalares Produkt

ﬁ.ﬁ—(%).(xb)—x.ﬁ .
Ya n a Lo T Ya " Yb

Lq Ty

N —\

a-b=1 Y || »w | =% T+Ya-Up+ 22
Za Zb

Geometrische Definition des skalaren Produkts:
Das Skalarprodukt ist der Betrag des einen Vektpasg\ mal den Betrag des auf den ersten

normal projizierten zweiten Vektor$® | - rot!).

[
Ankathete | 7|
Hypotenuse |7 |

@l

cCos o =

4

7| = |?| - COS (v

a
=y

Flécgeninhalt des Rechteckés:
a-b=1|al-|T|=|al |b|-cosa

Satz 2. Das skalare Produkt zweier vom Nullvektor verschiedener Vektoren ist genau dann
gleich Null, wenn die beiden Vektoren aufeinander normal stehen.

albea-b=0,dh.
1D o Loy + Yoty = 0 bZW. Orthogonalitatskriterium

aTLb < zaxp+ Yol + Zazp =0

Beweis 3.7 L0 < b =v-a' (Parallelitatskriterium)

()=
(w)- ()

Ty = —V - Yq |- 24
Y =V Tq |'ya
Lqlp = =V Talq

b V- Taly +
YalYp = UV TgYq

TaXy + Yoy = 0 Skalares Produkt
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1 VEKTORRECHNUNG

Vektorielles Produkt

Sinda und? zwei Vektoren des Raumes, do heifl3t der Vektor

Lq Ly Yazb — YbZa
=a x b= Ya X Yo _(Iazb - xbza)
Za Zb TalYb — TpYa

das vektorielle Produkt oder Kreuzprodukt vahund D.
Geometrische Uberlegungen: N
e ¢ steht normal aufz’ und normal aufb .

e Der Betrag vone ist gleich der Mal3zahl des Fl
cheninhalts des vom und b aufgespannten Parall

L
W
@l

logrammes. i N
GG . N @
e a, b, ¢ bilden ein Rechtssystem. / -
—\ —\
e |a x b|=|al-|b]| -sing

Flacheninhalt eines Dreiecks:
o3

N | =
B
X

S
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1 VEKTORRECHNUNG

1.5 Anwendungen der Vektorrechnung
1.5.1 Teilung einer Strecke

Mittelpunkt einer Strecke

Beispiel 4. Begrunde die Regm = % OA + OB ) anhand einer geeigneten Darstel-
lung, wobei der Punkt M die Strecke AB halbiert.

e OM =OA + 4B
— AN 1 /— NN
OM = 04+ (03 _ OA)
OM = OA + 0B — S04

—
102 0A

M= -OA+-0B
O 20 +20

oni - L (0 + om)

Satz 5. Das Abtragen einer Strecke der Lanfeon einem Punkt A in Richtung des Vektors
@ erfolgt gemaR der Formel:
X=A+d a

Satz 6 (Teilungspunkt einer Strecke).Ein Punkt T der Tragergeraden g der Strecke AB
heil3t Teilungspunkt der Strecke AB zum Teilverhalthi&ce R) genau dann, wenn gilt:

AT = \- BT

Ist A kleiner Null, so heif3t T innerer Teilungspunkt.
Ist A > 0, so heif3t T &ulRerer Teilungspunkt.

Beweis 7 (Herleitung der Teilungspunktformel).

AT = - BT
T—A=\-(T-B)
T—A=)T—-)\B

T(1—)\) =A—)\B
A—)\B

T =
11—

A1

1.5.2 Abstandsberechnungen — HNF
axr + by + ¢

Va? + b?
Abstand eines Punktes S von einer Ebene
Mittels HESSEscher Abstandsformel

d(S, ) = }Ks T

A ...Punkt der Ebene
T . .. Einheitsvektor des Normalvektors der Ebene

AnalytischeGeometrie 9 http://mone.denninger.at



1 VEKTORRECHNUNG

1.5.3 Flachenberechnungen

Raum & EbeneAp = \/ﬁQ b
EbeneAp = ’Z’a Yo — Ya - Z’b|
Raum:Ap = ’ﬁ- b ‘

1.5.4 Volumsberechnungen
Prallelepipedy = ‘(ﬁ X ?) —a
Tetraederl = ¢ - ’(ﬁ X ?) ~ ?‘

1.5.5 Winkel zweier Vektoren

Winkel ¢ zwischer@ und b :

1.5.6 Winkelsymmetrale

AnalytischeGeometrie

<D
COSp = —
@b

@y = AB, + AC,
Wy = BAy + BCy
o, = CAy+ OB,

10

ol
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1 VEKTORRECHNUNG

1.5.7 Merkwirdige Punkte eines Dreiecks

Inkreismittelpunkt:  Schnittpunkt der Winkelsymmetralen

Umkreismittelpunkt: Schnittpunkt der Streckensymmetralen

Hohenschnittpunkt: Schnittpunkt der Héhen

Schwerpunkt: Schnittpunkt der Schwerlinien

Eulersche Gerade: Umkreismittelpunkt, Hohenschnittpunkt und Schwerpunkt liegen auf
der Eulerschen Geraden.

Inkreisradius:
A U
= — S = —
p S 2

Flacheninhalt des Dreiecks in der Ebene: HERONsche Flachenformel

A=+/s(s—a)(s—b)(s—c)

AnalytischeGeometrie 11 http://mone.denninger.at



1 VEKTORRECHNUNG

Beispiel 8. Zeige anhand einer geeigneten Skizze rechnerisch, dass fir die Berechnung des
Schwerpunkts in einem Dreieck gilt:

08 = (OTH@JF(TC)

W =

— — 2

:071+§(OTM—071):
:071+§<%(O?+(T?)>—2071:
:ﬁ+%@+%(ﬁ—§@=
=%@+%O?+%OT‘=

- o+ o8+ 00)

AnalytischeGeometrie 12 http://mone.denninger.at



1 VEKTORRECHNUNG

1.5.8 Vierecke

( START )

n Allgem.
" Viereck

Deltoid

r

f Lrapez

Parallelo-
gramim

¥

Rechteck

L J

= Raute

Quadrat

L J
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2 ANALYTISCHE GEOMETRIE DER GERADEN UND EBENE

2 Analytische Geometrie der Geraden und Ebene

2.1 Die Gleichung der Geraden

Parameterdarstellung: N N
OX =0A+t-AB

Oj( ... Stellvertreter fur alle Punkte der Geraden

OA ...Ortsvektor zu einem bestimmten Punkt der Geraden
t ... Parametert(c R)

AB ...Richtungsvektor der Geraden

Parameterdarstellung einer Strecke: [0; 1]

Hauptform der Geradengleichung: (explizit)
y=kx+d

k ...Steigung
d ...Abstand des Schnittpunkts mit deAchse vom Ursprung

Allgemeine Geradengleichung:(implizit)
axr +by=c

Satz 9 (Normalvektorsatz).Die Koeffizienten von: undy der allgemeinen Geraden-
gleichung sind die Koordinaten eines Normalvektors der zugehdrigen Geraden.

Normalvektorform:

—_ A

n-0X=7n-0P

z. .Normalvektor
OP ...Ortsvektor zu einem best. Punkt auf der Geraden

AnalytischeGeometrie 14 http://mone.denninger.at



2 ANALYTISCHE GEOMETRIE DER GERADEN UND EBENE

2.2 Die Gleichung der Ebene

Parameterdarstellung der Ebene:
OX =OA+s-a+t- D

@ ... Stellvertreter fir alle Punkte der Ebene

OA ...Ortsvektor zu einem bestimmten Punkt der Ebene
s,t ... Parameters(t € R) N

@, b ...Richtungsvektoren der Eberie (f b)

Normalvektorform der Ebene:

—_\

7. 0X=7-0P

—\

z..Normalvektor der Ebenat = @ x b
OP ...Ortsvektor eines best. Punktes der Ebene

Implizite Darstellung einer Ebenengleichung:

ar+by+cz+d=0

Beispiel 10.Untersuche rechnerisch, welche Lage die beiden Geraden

R 9 4 N —11 8
0g:0X = 4 +t- 1 und h:0X = 7 +s-| —2
-1 -2 -5 3

zueinander haben!
Ermittelt gegebenenfalls die Koordinaten des Schnittpunktes!
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2 ANALYTISCHE GEOMETRIE DER GERADEN UND EBENE

2.3 Lagebeziehung zweier Geraden

g:0X =0P+r- 3

h:0X =0Q+s- h
parallel ident schneidend windschief
gnh={ g=h gNh={S} gnh={
g =v-h G =v-h g #v-h g #v-h

W.A. f.A.
P¢h Peh L={S} L={}

AnalytischeGeometrie 16 http://mone.denninger.at



2 ANALYTISCHE GEOMETRIE DER GERADEN UND EBENE

2.4 Lagebeziehung zwischen Gerade und Ebene

schneidend ¢ s gne = {S}
parallel : gne={}

. . s - gce
g liegtin der Ebene ; gre=g

AnalytischeGeometrie 1 7
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2 ANALYTISCHE GEOMETRIE DER GERADEN UND EBENE

2.5 Lagebeziehung zweier Ebenen

schneidend +—+ S—eaNe =g
e / !

parallel — ~_ anNe={

fallen zusammen €1 = &9

AnalytischeGeometrie 1 8
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2 ANALYTISCHE GEOMETRIE DER GERADEN UND EBENE

2.6 HESSEsche Normalform der Geraden- und Ebenengleichung

Wird in der Normalvektorformpn - (O? — O_]\3> = 0 der Geraden g inR? bzw. der Ebene

¢ im R? anstelle eines beliebigen Normalvektors ein Normalvekioverwendet, der auch
Einheitsvektor ist, so heildt die Gleichung

%-(ﬁ—(ﬁ))=o

HESSEsche Normalform (HNF) der Geraden g bzw. der Ebene

Koordinatenschreibweise der HNF. ..
... Geradengleichung
ar +by+c 0
... Ebenengleichung
ar +by+cz+d _0

Va? + b2+ 2

AnalytischeGeometrie 19 http://mone.denninger.at



2 ANALYTISCHE GEOMETRIE DER GERADEN UND EBENE

2.7 Abstandsberechnungen mittels des Kreuzprodukts

Normalabstand d eines Punktes R von einer Geraden i3
9:0OX =OP +t-7g ...Gerade inR?
7 - . - Einheitsvektor vorng'

d= ‘ﬁ% X %‘
DeLIngzeim: Abstand zweier windschiefer Geraden
9:0X =0G+t-7,
h:OX =0OH +r- h

_ o7 -(7 7))

d

AnalytischeGeometrie 20 http://mone.denninger.at



2 ANALYTISCHE GEOMETRIE DER GERADEN UND EBENE

2.8 Winkel zwischen Geranden und Ebenen

-
COS P = —
a0
) kg — ki
an =
L R

(1) Gerade - Gerade

e cos-Formel mit beiden Richtungsvektore
e cos-Formel mit beiden Normalvektoren

¢ tan-Formel mit beiden Steigungen

(2) Ebene - Ebene

e cos-Formel mit beiden Normalvektoren

(3) Gerade - Ebene

e cos-Formel mit dem Normalvektor der Eb
ne und dem Richtungsvektor der Gerac
anschlieBend0° — ¢

AnalytischeGeometrie 21 http://mone.denninger.at



3 ANALYTISCHE GEOMETRIE DES KREISES UND DER KUGEL

3 Analytische Geometrie des Kreises und der Kugel

3.1 Kreisgleichung

Definition 11. Der Kreis (Die Kreislinie) ist die Menge aller Punkte X der Ebene, die von
einem gegebenen Punkt M, dem Kreismittelpunkt, den gleichen AbstdKdeisradius)
haben:

k={X|XM =r}

Satz des Pythagoras: (x-u)?+(y-v)?=r?

Allgemeine Kreisgleichung mit Mittelpunkt M:|v):
(z—u)*+(y—v)*=r

Ein Kreis, dessen Mittelpunkt der Ursrung(®f0) ist, heildt Mittelpunktskreis oder Ur-
sprungskreis:

AnalytischeGeometrie 22 http://mone.denninger.at



3 ANALYTISCHE GEOMETRIE DES KREISES UND DER KUGEL

3.2 Kugelgleichung

Definition 12. Die Kugel ist die Menge aller Punkte X des Raumes, die von einem gegebe-
nen Punkt M, dem Kreismittelpunkt, den gleichen Abstariugelradius) haben:

k={X|XM =r}

Allgemeine Kugelgleichung mit Mittelpunkt Mi|v|w):

(x—u)?+(y—v)?+(z—w)=r?
Eine Kugel, deren Mittelpunkt der Ursrung(M0|0) ist, heif3t Mittelpunktskugel oder Ur-
sprungskugel:

$2+y2+22:’f’2

AnalytischeGeometrie 23 http://mone.denninger.at



3 ANALYTISCHE GEOMETRIE DES KREISES UND DER KUGEL

3.3 Lagebeziehung Kreis (Kugel) und Gerade

Definition 13. Besitzt eine Gerade mit einem Kreis (mit einer Kugel). ..
. zwei verschiedene Schnittpunkte, so heil3t die Gerade Sekamte= {5, 5>}
. einen Punkt (,Beruhrpunkt®), so hei3t die Gerade Tangemte: = {7}
. keinen Schnittpunkt, so heil3t die Gerade Passamte: = {}

AnalytischeGeometrie 24 http://mone.denninger.at



3 ANALYTISCHE GEOMETRIE DES KREISES UND DER KUGEL

3.4 Gleichung der Tangente in einem Punkt des Kreises

bzw. Gleichung der Tangentialebene in einem Punkt der Kugel

Die Gleichung der Tangente (Tangen-

T tialebener) in einem gegebenen Punkt T
des Kreises k (der Kugel k) kann entwe-
der...

t
. mittels einfacher geometrischer Uberlegungen bestimmt werden (Vektorrechnung)
glt
MT =,
MT-OX = MT - OT

. oder mittels Spaltformel bestimmt werden.
Kreisgleichung:
(x—u)?+(@y—v)?=r?

Spaltformel fur T |y, ):
(21 —w) (@ —u) + (y1 — v)(y —v) =1

Kugelgleichung:
(z—u)?+ (y—v)*+ (z —w)* =17

Spaltformel fur Tz |y1|21):

(z1 —u)(z—u)+ (y1 —0)(y —v) + (21 —w)(z —w) = r?

Werden in die Spaltformel die Koordinaten des Bertiihungspunktes T eingesetzt, so
erhalt man die Tangente t. Setzt man allerdings einen Punkt P, der nicht auf dem Kreis
(der Kugel) liegt ein, so erhalt man die Polare (siehe Seite 27)!
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3 ANALYTISCHE GEOMETRIE DES KREISES UND DER KUGEL

3.5 Schnittwinkel eines Kreises (einer Kugel) mit einer Geraden

Der Schnittwinkelp der Geraden g mit dem Kreis k (der Kugel k) ist der Winkel, den die
Gerade g mit der Kreistangente t (der Tangentialebgrne einem der Schnittpunkte von k
mit g einschlief3t.
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3 ANALYTISCHE GEOMETRIE DES KREISES UND DER KUGEL

3.6 Tangenten aus einem Punkt P an einen Kreis

(2) I: Punkt P in die Geradengleichung einsetzen
II: Berihrbedingung
= k,d

(2) Aufspalten, P einsetzes Polare
Polarenk = 11,715
Tangenten irfy, 75 legen

Polarengleichung:

Sindz; undy; die Koordinaten eines beliebigen Punktés Ry, ), der nicht auf der Kreis-
linie liegt und nicht mit dem Kreismittelpunkt zusammenfallt, so stellt die Spaltformel die
Gleichung der Polaremdes Punktes P dar. P heil3t Pol bezuglich des Kreises k.

AnalytischeGeometrie 27 http://mone.denninger.at



3 ANALYTISCHE GEOMETRIE DES KREISES UND DER KUGEL

3.7 Beruhrbedingung

Ist die Gerade der Gestajt= kz + d eine Tangente t an den Kreis k[Mwv),r], so gilt die
Beziehung (,Berthrbedingung*)

(uk —v+d)? =r*(k* +1)
Fur einen Mittelpunktskreis K[¥|0),r] lautet sie analog:
d® =r*(k*+1)
Anwendungen:

1. Zum Ermitteln der Tangentengleichung, wenn der Kreis und die Steigutger d
gegeben ist.

2. Zum Ermitteln der Kreisgleichung, wenn t gegeben ist.
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3 ANALYTISCHE GEOMETRIE DES KREISES UND DER KUGEL

3.8 Schnitt und Schnittwinkel zweier Kreise

AnalytischeGeometrie 2 9 http://mone.denninger.at



3 ANALYTISCHE GEOMETRIE DES KREISES UND DER KUGEL

3.9 Der Umkreis bzw. die Umkugel

Beispiel 14. Berechne die Umkugel der Pyramide mit Basis ABCIR|3), B(5|0| — 1),
C(—1|6] — 1)] und Spitze $6|7|1)
2 Methoden:

(1) A, B, C, Sin die Kugelgleichun@r — u)? + (y — v)? + z — w)? = r? einsetzen= 4
Gleichungen mit 4 Unbekannten

(2) Der Mittelpunkt M der Kugel muss von A, B, C und S gleich weit entfernt sein. Wo
liegen die Punkte, die von A und B gleich weit entfernt sind? Auf der Ebedee durch
den Mittelpunkt von AB My (3]1]1) geht und normal auf AB steht:

£9. LAS durch Myg

g3. L BC durch Mz

g1 Ney Neg = { Kugelmittelpunkt }
r=AM

M(3l4] — 1), 7 = 4.5

AnalytischeGeometrie 30 http://mone.denninger.at



3 ANALYTISCHE GEOMETRIE DES KREISES UND DER KUGEL

3.10 Aufstellen von Kreis- und Kugelgleichungen

AnalytischeGeometrie 3 1 http://mone.denninger.at



4 ANALYTISCHE GEOMETRIE DER KEGELSCHNITTE

4  Analytische Geometrie der Kegelschnitte

Die Kegelschnittslinien ergeben sich — wie der Name bereits nahelegt — durch verschiede-
ne Schnittflhrungen an einem Kegel, genauer gesagt eigentlich einem Doppelkegelmantel.
Unter “Kegel” ist dabei also eine Flache zu verstehen, nicht ein ausgefillter Kérper (=\Voll-
kegel).

Hier die moglichen Schnitte einer Ebene mit einem Doppelkegelmantel:

Zwei Darstellungen fehlen: Wenn die Ebene durch die Kegelspitze geht, erhalt man entweder
nur einen Punkt oder eine Gerade (Kegelerzeugende) als Schnittmenge.

Kreis Ellipse Parabel Hyperbel
N >

_/ \ .

1. Die Schnittebene ist parallel zur Grundebene, man erhélt einen Kreis als Schnittkurve
(Spezialfall der Ellipse).

2. Die Schnittebene ist zur senkrechten Kegelachse etwas geneigt - aber weniger als die
Neigung der Kegelerzeugenden — man erhalt eine Ellipse als Schnittkurve.

3. Die Schnittebene ist genau parallel zur Kegelerzeugenden — man erhélt eine Parabel
als Schnittkurve.

4. Die Neigung der Schnittebene ist noch grof3er als parallel zur Kegelerzeugenden — man
erhalt zwei Schnitkurven, je eine am oberen und eine am unteren Kegelmantel — die
beiden Aste einer Hyperbel. Ist die Ebene genau senkrecht und geht nicht durch die
Spitze, erhéalt man eine gleichseitige Hyperbel.
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4 ANALYTISCHE GEOMETRIE DER KEGELSCHNITTE

4.1 Ellipse

Definition 15. Die Menge ell aller Punkte P der Ebene, fur die die Summe der Entfernungen
von zwei festen Punkten (Brennpunkten)und F, konstant2a und grol3er als die Entfer-
nung der Brennpunkte ist, heiBllipse:

ell = {P|(F\P + P = 2a) A (2a > 1 F)}

Bezeichnungen:

M ... Mittelpunkt

P ... Ellipsenpunkt
Fi, F ... Brennpunkte
A, B ... Hauptscheitel
C,D ... Nebenscheitel
ry, ro ... Brennstrahlen

AB =2a ...Hauptachse
CD =2b ...Nebenachse
a,b ...Halbachem(b € R")
. e ...lineare Exzentrizitat
Aus dem eingezeichneten Dreieck CM®lgt:

e =a— b

FlacheninhaltAg, = abr
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Herleitung der Mittepunktsgleichung der Ellipse

Fi(—el0)
F2(e|0)

P(zly)
Aus der Ellipsendefinition wissen wir:

F1P+F2P:26L
PTTDJr‘P—’JD‘:%
o)

Yy Yy
\/(x+e)2+y2+\/(x—e)2—|—y2:2a

Eine Wurzelgleichung 16st man, indem man eine der beiden Wurzeln auf die andere Seite
bringt und anschlie3end quadriert (Achtung! Binomische Formel nicht vergessen!):

= 2a

(@t+e+y?=2a—(z—e?+y? [

(x+e)+9y°=4a* —4a/(x —e)2 + 12 + (v — ) + ¢*

Jetzt vereinfachen wir und bringen wieder die Wurzel auf eine und den Rest auf die andere
Seite. Nachdem wir ein weiters Mal quardiert haben ist keine Wurzel mehr vorhanden:

2+ 2ex 4+ € +y? = 4a® — dar/ (v — )2 + Y2 + 2% — 2ex + €2 + 9
dar/(x — e)? + 32 = 4a’® — dex |:4

av/(z —e)? +y?2=a’>—ex K

a*((z —e)? +1?) = a* — 2a*ex + e*2?

Gleich ist es geschafft! Zu guter letzt vereinfachen wir wieder, bringen alle Termeumi
y auf die linke und den Rest auf die rechte Seite und ersetZtere? durchb? (siehe oben):

a®(2? — 2ex + €2 +y°) = a* — 2a’ex + €22?

2 2

a’z? — 2a’ex + a*e* + a*y? = a* — 2a’ex + e’z

a’x? — 2 + a®y? = ot — a?e?
(a® — e*)z? + a*y® = a*(a* — €?) b =a® —e

b2ZI}2 +Cl,2y2 — CL2b2

Manchmal wird die Ellipsengleichung auch in folgender Form angegeben:

b2.1'2 +a2y2 — CL262 | :a2b2
:IZ'Q y2
@ et
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4 ANALYTISCHE GEOMETRIE DER KEGELSCHNITTE

Beispiel 16 (NOVAK3,510,16a) Gesucht ist die lineare Exzentrizitat der Ellipse ef? +
25y2 = 900!

922 + 25y = 900 | : 900
9% 25y
900 900

ZL’2 y2

S AR — |

100 36

a? =100 e =a? -1
b = 36 e? = 64
&

Beispiel 17 (NOVAKS3,510,16c)Gesucht ist die lineare Exzentrizitat der Ellipse
ell:[M (0[0), a = 2v/5, P(4|1)]!
b2£L‘2 +a2y2 — a2b2
b?-16+20-1=20-b"
20 = 4b°
b =5

e =a’>—b"=20-5

e2 =15 e=+15
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4 ANALYTISCHE GEOMETRIE DER KEGELSCHNITTE

Beispiel 18 (NOVAKS,S10,17c)Die Schnittpunkte Sund S der Ellipse ell:z? 4-4y? = 25
mit der Geraden g[Q|0), k = —3] sind zu bestimmen!

y=kx+d

1
0=—--1+4d

o1t

1 11
d== = ——p+ =
5 9V=—g5rtg

gr=2—-y+1

ellng: (1 —2y)*+4y* =25
1 — 4y +4y* + 4y* =25

Sy  —4y —24=0  |:4
2> —y—6=0
—b+ Vb% — dac
Y12 =
2a
14++v/1+48
Y12 = ————F——
4
3
y1:2 y2:—§
£C1:—3 1'2:4

17d
Si(=3[2)  S(4]-3)

Beispiel 19 (NOVAK3,S10,18).Die Ellipse ell:92% + 16y* = 144 ist ein Rechteck mit der

Seitenlangé = 21/7 einzuschreiben. Berechne Flacheninhalt A und Umfang u des Recht-
ecks!

P(v/7]y) € ell

927 + 163 = 144
9.-7+16-y* =144

16y° = 81 \ /
L PV

y:;l

??
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Herleitung der Beriihrbedingung der Ellipse

Sollte die Gerade t eine Tangente an die Ellipse ell sein, dann haben t und ell genau einen
Schnittpunkt.

ell: b222 + a®y? = a®b? ty=~k-x+d

Wir schneiden die Tangente mit der Ellipse:

b’2? 4 a*(kx + d)? = a*b?
v’2? + a*(kK*2® + 2dkx + d*) = a*b?
vr? + a’k*r? + 2adkx + a*d® = a*b?
(b + a*k?) - 2 + (2a*dk) - x + (a*d* — a*b*) = 0

Setzten wir nun die Koeffizienten in die grof3e Lésungsformel ein, dann muss (damit wir nur
einen Schnittpunkt erhalten) der Ausdruck unter der Wurzel — die Diskriminante — null sein!

D=0"—4dac=0
(2a*dk)?* — 4 - (b* + a®k?) - (a*d* — a*b*) =0
4a'd®k? — 4 - (a*b*d* — a*b* + a*dPk* — a*b*k*) =0
4a*d’k* — 4a*V*d* + 4ab* — 4a*d*K* + 4a*D*K* = 0
—4a*V*d* + 4a*b* + 4a*b*k* = 0 | : 40D
-+ +dPk* =0 | +d°
a’k? +b* = d?
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4.2 Hyperbel

Definition 20. Die Menge hyp aller Punkte der Ebene, fur die der Betrag der Differenz der
Entfernungen von zwei festen Punkten (Brennpunkten) konstant und kleiner als die Entfer-
nung der Brennpunkte ist, heiRyperbel:

hyp= {P|(|FiP — F>P| = 2a) A (2a < FiF)}

Bezeichnungen:

. el M ... Mittelpunkt
) P ... Hyperbelpunkt
v - r F,F ... Brennpunkte
A, B ... Hauptscheitel
— : C,D ... Endpunkte der Nebenachse
? ry, s ... Leitstraheln (Brennstrahlen)
AB =2a ...Hauptachse
CD =2b ...Nebenachse
D a,b ...Halbachem(b € R™)
asy, J e ... lineare Exzentrizitat

Aus dem eingezeichneten Dreieck AMC folgt:

e =a®>+b?
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Herleitung der Mittepunktsgleichung der Hyperbel

Fi(—el0)
F2(e|0)

P(zly)
Aus der Hyperbeldefinition wissen wir:

FP—F,P =2a
| - ] -
o)
Y Y
Viete) +y2 = V(e —e)? +y?=2a

Eine Wurzelgleichung 16st man, indem man eine der beiden Wurzeln auf die andere Seite
bringt und anschlie3end quadriert (Achtung! Binomische Formel nicht vergessen!):

\/WZZGer 2

(x4e)?+y* =4a®> +4a\/(x —e)?2 + 42 + (x — e)® + ¢

= 2a

Jetzt vereinfachen wir und bringen wieder die Wurzel auf eine und den Rest auf die andere
Seite. Nachdem wir ein weiters Mal quardiert haben ist keine Wurzel mehr vorhanden:

2?2+ 2ex + € +y? = 4a® +dar/ (v — e)? + 2 + 2% — 2ex + €* +9°
dar/(x —e)2 +y2 = —4a® + dex |- 4
ay/(r—e)?2+y?=—a’+ex |2

a®((z —e)? +9°) = a* — 2a*ex + e*a?

Gleich ist es geschafft! Zu guter letzt vereinfachen wir wieder, bringen alle Termeumi
y auf die linke und den Rest auf die rechte Seite und ersetZten’ durch—b? (siehe oben):

a®(2? — 2ex + €2 +y°) = a* — 2a’ex + e22?

2 2

a’z? — 2a’ex + a*e? + a*y? = a* — 2a’ex + e’z

a22? — 22 + a2 = a* — a’e?

(a® — e*)z? + a*y® = a*(a* — €?) b =a® —e
—b*2? + a®y? = a*(—b?) |- (=1)

b2 — a2y2 — a2bh?
Manchmal wird die Hyperbelgleichung auch in folgender Form angegeben:

beZ o Cl2y2 — a2b2 ‘ . G2b2

2 2
@y
a? b2
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4.3 Aufstellen von Ellipsen- und Hyperbelgleichungen
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4.4 Parabel

Definition 21. Die Menge par aller Punkte der Ebene, die von einem festen Punkt (Brenn-
punkt) und einer Geraden (Leitlinie) gleichen Abstand haben, Reifitbel:

par= {P|FP =[P}

Leitinie | P Parabel
Bezeichnungen:
A ...Scheitel
: P ...Parabelpunkt
L2 |ne o , F ...Brennpunkt
’ | ...Leitlinie
p ...Parameter
e ...lineare Exzentrizitat

Aus der Skizze folgt:

N3

AnalytischeGeometrie 41 http://mone.denninger.at



4 ANALYTISCHE GEOMETRIE DER KEGELSCHNITTE

Herleitung der Scheitelgleichung der Parabel in 1. Hauptlage

F(£10)
P(z|y)
L(—=%ly)
Aus der Parabeldefinition wissen wir:
FP=LP
ﬁa( _ \Tp
r—5 N\ _ | v+5
Yy o 0
_ Py o Py
(z 2) +y (x—i—2)
_ Py 0 p 2
(z 2) tyP=atg |
2 2
$2—px+%+y2:x2+px+%

y? = 2px
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4.5 Aufstellen von Parabelgleichungen
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4.6 Konfokale Kegelschnitte

Definition 22. Zwei Kegelschnitte heil3en konfokal, wenn sie gemeinsame Brennpunkte ha-

ben.

Beispiel 23. Die Gerade t2x + 3y = 25 ist Tangente an eine ell (in 1. Hauptlage) mit
e = 5v/3. Eine konvokale Hyperbel geht durch den Beriihrpunkt B der Geraden t mit der
Ellipse. Zeige, dass die Ellipse und die Hyperbel einander in B rechtwinklig schneiden!

. _ 2 25
t y = —gx -+ 3
Ellipse:

e 2=a>-0=7=a>=T5+b
¢t (B = (3

4
—a® +b* =

252
9 9
4a® 4+ 9b* = 625
300 + 4b* + 9b* = 625
136 = 325
=25  a2=100

ell: 2522 + 100y* = 2500
ell: 2% + 4y* = 100

Beruhrpunkt B: eln t:

2 25\?
:1:'2—1—4(——33—1——) =100

3 3
4 100 625

2o =g - — — | =100
T+ 9x gx—i- 9

16
922 + ?12 — 400z + 2500 = 900
2522 — 4002 + 1600 = 0
22— 162 +64 =0

T2 = 8:|:\/ 64 — 64
z =8 B(83)
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2. Methode Bx|y;,) auszurechnen:

Tangente in Bandieellz +3y =25 |-4
Spaltformel derellz; - x +4 -y, - y = 100

8z + 12y = 100
Mittels Koeffizientenvergleich erhélt man ebenfalls den Pur(igi‘B.
Hyperbel:
e B chyp

22 a2y2 — 422
64b* — 9a* = a’b*
75— b =ad’

64b% — 9(75 — b*) = b*(75 — b?)
64b* — 675 + 9b* = 75b* — b*
bt — 20 — 675 =0 bV =u
u? —2u — 675 =0

U172:1i\/1+675
uy = 27 = b?
Uy = —25 a’? = 48

hyp: 272% — 48y% = 1296
hyp: 922 — 16y* = 432

Winkel:

Spaltformel9z,x — 16y, y = 432 B(8|3)
Tangente in B72x — 48y = 432 | : 24
thyp : 37 — 2y = 18 ten : 22 + 3y = 25

Die beiden Tangenten stehen normal aufeinander, z.B. wenn das skalare Produkt der beiden
Normalvektoren Null ist:

(2) (3)-5-0e0 wa
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4.7 Lagebeziehung Kegelschnitt und Gerade

Besitzt eine Gerade g mit einem Kegelschnitt KS
zwei verschiedene Schnitt-einen BerUhrpunkt (d.h. keinen Schnittpunkt, so
punkte, so heildt g Sekantewei zusammenfallendeheil3t g Passante des Ke-

des Kegelschnitts. Schnittpunkte), so heildtgelschnitts.
g Tangente.

gNKS={S, S} gnKS={T} gNKS={}

D

Sonderfalle:

(a) g verlauft parallel zu einer Asymptoterghyp ={S}

(b) g verlauft parallel zur Parabelachsengar ={ S}
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4.8 Gleichung der Tangente in einem Punkt des Kegelschnitts

Sindx; undy, die Koordinaten des Beriihrungspunktés Ty, ) der Tangente t, so stellt die
Spadétformel die Gleichung der Tangente t dar.

Kegelschnitt Gleichung Spaltformel
Ellipse b2a? + a’y? = a®? | VP2 + d’yiy = a®b?
Hyperbel b’x? — a®y? = a’b? | b’z — a’y1y = a’b?
Parabel y? = 2px y1y = p(x1 + x)
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4.9 Tangenten aus einem Punkt an einen Kegelschnitt

Sind z; undy; die Koordinaten eines beliebigen PunktesRy,), der nicht auf dem Ke-
gelschnitt liegt (und fur Ellipse und Hyperbgl O(0]0) ist), so stellt die Spaltformel die
Gleichung der Polaren p des Punktes P, genannt Pol, bezlglich des Kegelschnitts dar.
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4.10 Schnittwinkel eines Kegelschnitts mit einer Geraden

Der Schnittwinkelp einer Geraden g mit einem Kegelschnitt ist der Winkel, den die Gerade
g mit der Tangente t des Kegelschnitts jeweils in einem Schnittpunkt von Kegelschnitt und
Gerade einschlief3t.

AnalytischeGeometrie 49 http://mone.denninger.at



4 ANALYTISCHE GEOMETRIE DER KEGELSCHNITTE

4.11 Schnittwinkel zweier Kegelschnitte

Der Schnittwinkelp zweier Kegelschnitte ist der Winkel, den die in einem der Schnittpunkte
an die beiden Kegelschnitte errichteten Tangenten miteinander einschlie3en.
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4.12 Gemeinsame Tangenten an zwei Kegelschnitte

Beruhrt eine Gerade zwei Kegelschnitte, so heil3t sie gemeinsame Tangente.
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4.13 Extremwertaufgaben der analytischen Geometrie
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