Stetigkeit, Differenzierbarkeit 7. Klasse

Begriff der Stetigkeit und der Unstetigkeitsstelle

(Zeichnen ohne abzusetzen)

Die meisten Funktionen, die in den Anwendungen vorkommen,stetdy, d.h., bei klei-

nen Anderungen des Arguments einer stetigen Funktien andert sich diese auch nur
geringfugig. Die graphische Darstellung einer solchen Funktion ergibt eine zusammen-
hangende Kurve. Ist dagegen die Kurve an verschiedenen Stellen unterbrochen, dann heif3t
die zugehdrige Funktioanstetig, und die Werte des Arguments, an denen die Unterbre-
chung auftritt, heil3en Unstetigkeitsstellen.

Linksseitige Stetigkeitina: Eine Funktionf : x — y = f(x), die in einem Intervall
(b;a] mit b < a definiert ist, heifl3t ina linksseitig stetig, wenn der linksseitige
GrenzwertL = lim,_,_ f(z) existiert undL = f(a) ist.

Rechtsseitige Stetigkeit iru: Eine Funktionf : = — y = f(z), die in einem Intervall
[a; b) mit a < b definiert ist, heil3t in: rechtsseitig stetig, wenn der rechtsseitige
GrenzwertR = lim,_.,, f(x) existiert undR = f(a) ist.

Stetigkeit in a: Existieren bei einer Funktiofi : = — y = f(x) die beiden Grenzwerte
R und L und stimmen sie mit dem Funktionswefita) Uberein, so heil3f in a
stetig.

Beispiele fur unstetige Funktionen:
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Es existieren keine unendlichen Grenzwerte!

Stetige Behebung einer Definitionsliicke: Gehorta nicht zum Definitionsbereich, exi-
stieren abel, = lim, ., f(z) und R = lim, ., f(z) und gilt L = R, so kann
f:x—y= f(x)durch die Zusatzdefinitiofi(z) := L = R stetig ina fortgesetzt
werden (“stetige Behebung einer Definitionslicke”).

1...Ein Grenzwert existiert, wenn er endlich ist.
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Stetigkeit, Differenzierbarkeit 7. Klasse

Stetigkeit & Unstetigkeit elementarer Funktionen

Die elementaren Funktionen sind in ihrem Definitionsbereich stetig; Unstetigkeitsstellen
gehoren nicht zum Definitionsbereich. Es kénnen die folgenden allgemeinen Aussagen
gemacht werden:

1. Ganzrationale Funktionen oder Polynome sind auf der gesamten Zahlengerade ste-
tig.

2. Gebrochenrationale Funktion%{% mit den Polynome®(x) undQ(x) sind tber-
all stetig, ausgenommen dieWerte, fur dieQ)(z) = 0 ist. An Stellenz = q, fiir
die Q(z) = 0 aberP(x) # 0 gilt, besitzt die Funktion eine Unstetigkeitsstelle mit
einem Verlauf ins Unendliche, dieol genannt wird. Ist der Weki sowohl Null-
stelle des Nenners als auch des Zahlers, dann gibt es nur dann einen Pol, wenn die
Vielfachheit der Nullstelle des Nenners groR3er ist als die des Zahlers. Anderenfalls
ist die Unstetigkeit hebbar.

3. Irrationale Funktionen: Wurzeln (mit ganzzahligen Wurzelexponenten) aus Poly-
nomen sind fir alle:--Werte, die zum Definitionsbereich gehodren, stetige Funktio-
nen. Auf dem Rande der Definitionsbereiche kdnnen sie mit einem endlichen Wert
abbrechen, wenn der Radikand von positiven zu negativen Werten Uberwechselt.
Wurzeln aus gebrochenrationalen Funktionen sind fur saleerte unstetig, fur
die der Radikand eine Unstetigkeitsstelle besitzt.

4. Trigonometrische Funktionen: Die Funktiongn x und cos z sind Uberall stetig;
tan z undsec x besitzen an den Stellen= w unendliche Spriingept = und

cosecr besitzen ber = nm unendliche Springe(€ Z).

5. Inverse trigonometrische Funktionen: Die Funktioaertan x und arccotr sind
Uberall stetigarcsin x und arccos = brechen an den Grenzen ihres Definitionsbe-
reiches wegen-1 < x < +1 ab.

6. Exponentialfunktionen: Die Exponentialfunktiongnodera® mit a > 0 sind tber-
all stetig.

7. Logarithmische Funktionen: Die logarithmische Funktienz mit beliebiger posi-
tiver Basis ist fur alle positivem-Werte stetig und bricht an der Stelle= 0 wegen
lim, ., ,ologz = —oc ab.

8. Zusammengesetzte elementare Funktionen: Die Stetigkeit mul3 fiir\Akate der
einzelnen elementaren Funktionen, die in dem zusammengesetzten Ausdruck ent-
halten sind, entsprechend den oben angefiihrten Fallen untersucht werden.
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Stetigkeit, Differenzierbarkeit 7. Klasse

Differenzierbarkeit
(zeichnen ohne Knick; Gegenbeispigl:= |x|)

Ableitung einer Funktion (Differentialquotient): Die Ableitung einer Funktion, =

f(z) ist eine neue Funktion van, die mit den Symbolew’, Dy, &, f'(z), Df(x)

oder% gekennzeichnet wird und die fur jeden Wert vergleich dem Grenz-
wert des Quotienten aus dem Zuwachs der Funkfigrund dem entsprechenden
ZuwachsAz fur Ax — 0 ist:

Az—0 Ax

Differenzierbarkeit: Die Existenz der Ableitung einer Funktigf{z) fur die Werte der
Variablenz ist gegeben, wenn fur diese Werte der Differentialquotjét) einen
endlichen Wert besitzt.

Existiert in einem Punkt keine Ableitung, dann hat die Kurve in dem betreffenden
Punkt entweder keine bestimmte Tangente oder diese bildet mitdehse einen
rechten Winkel. Im zweiten Falle ist der Grenzwéftz) unendlich. Man schreibt
far diesen Sachverhaft (x) = 400 bzw. —oc.

Ein Beispiel fUr eine stetige, aber nicht differenzierbare Funktion:

Die Funktionf(z) = |x| ist an der Stelle: = 0 stetig, aber nicht differenzierbar:

— 10
lim M: lim —— — —1
z—0- 1 —0 z—0— —
lim [zl =10] _ lim % = 41
z—0+ 1 —0 =0+ T

Bei der Betragsfunktion existieren die einseitigen Ableitungen (rechtsseitige = links-
seitige Differenzierbarkeit), stimmen aber nicht Gberein. Daher kann der Grenzwert
der Differenzenquotienten, also die Ableituffg0), nicht existieren.
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